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Datum der Disputation:F ur meine ElternZusammenfassung
In dieser Arbeit wird die erstmals von Stevenson (1989) beschriebene spannungsangetriebe-
ne Schmelzsegregation, die Kanalisierungsinstabilit at, numerisch mit Hilfe des 2D Finite-
Dierenzen-Codes FDCON (Schmeling, 2000) untersucht.
Diese Untersuchung stellt eine Weiterf uhrung der numerischen Experimente von Richard-
son et al. (1996) und Hall und Parmentier (2000) dar, so dass die Erforschung der Kanali-
sierungsinstabilit at erweitert wird um den Aspekt ihres Verhaltens bez uglich eines  aueren
Spannungsfeldes bei verschiedenen initialen Porosit atsverteilungen, der Untersuchung der
Kanalisierungsinstabilit at bei groen Dehnungen und der damit verbundenen Analyse der
entstehenden Strukturen, des Ein
usses des Auftriebs auf die Ausbildung von Kanalnetz-
werken und um die abschlieende Pr ufung, ob durch ein durch die Kanalisierungsinsta-
bilit at ausgebildetes Kanalnetzwerk die M oglichkeit besteht, Schmelze zu einem MOR zu
fokussieren.
Die Kanalbildung wird derzeit von Holtzman et al. (2003) (Hochdruckexperimente an syn-
thetischem Olivin+MORB1), Spiegelman (2003) (theoretische Untersuchung der Kanali-
sierungsinstabilit at) und Rabinowicz und Vigneresse (2004) (numerische Simulation und
theoretische Betrachtung der Kanalisierungsinstabilit at) intensiv untersucht, die Fokus-
sierung der Schmelze behandeln Sparks und Parmentier (1994), Hall und Kincaid (2003)
sowie K uhn (in-press).
Viskosit atsunterschiede in einer schmelzgef ullten por osen Matrix verursachen bei deren De-
formation einen Druckgradienten, welcher die Schmelze in Richtung der maximalen Haupt-
spannung anreichert und zur Ausbildung von Kan alen, welche eine inhomogene Schmelz-
verteilung aufweisen, f uhrt. Die Wachstumsrate  dieser Kan ale weist zur Wellenzahl k
(k = 2=, mit der Wellenl ange  einer Porosit atsst orung) eine Proportionalit at2 von  
ak2=(1+bk2) auf. Dieser Zusammenhang hat zur Folge, dass sich ab einer bestimmten Wel-
lenzahl alle Schmelzverteilungen gr oerer Wellenzahl gleich stark verst arken. Bisher konnte
1MORB: Mittelozeanischer R uckenbasalt, "mid-ocean ridge basalt\
2a;b Proportionalit atsfaktorenZusammenfassung
in die Theorie f ur trockene (wasserfreie) Medien kein fr uhzeitiger Abfall der Wachstums-
rate bei groen Wellenzahlen implementiert werden. Rabinowicz und Vigneresse (2004)
verwarfen ihren dahin gehenden Ansatz, welcher die Minimierung der Ober
 achenenergie
(feinstrukturiertes Kanalnetzwerk = groe Ober
 achenenergie) ber ucksichtigt, aufgrund zu
vereinfachender Annahmen.
Lediglich unter dem Gesichtspunkt der Diusion von Wasser zwischen der Matrix und der
Schmelze und des erweichenden Eekts von Wasser konnte bei einer spezischen Wellenzahl
eine maximale Wachstumsrate gefunden werden (Hall und Parmentier, 2000).
Wie erw ahnt, weisen die Kan ale eine inhomogene Schmelzverteilung auf, die daf ur verant-
wortlich ist, dass sich die Schmelze in diesen Kan alen an Maximalstellen weiter anreichert
und der Kanal, bedingt durch den aufgepr agten Spannungszustand, schlielich an den ver-
armten Kanalstellen auseinander gerissen wird. Nachfolgend verbinden sich die hierdurch
entstandenen Schmelzlinsen unter der Bildung von "en- echelon arrays\ wieder, wodurch
sich wiederum ein langer, in etwa um 45 ausgelenkter3 Kanal bildet. Dieser Heilungs-
prozess induziert in den hier vorgestellten Experimenten lokale Reine Scherungszust ande,
die sich mit der urspr unglich vorgegebenen Einfachen Scherung so stark  uberlagern, dass
Reine Scherung in einigen Gebieten vorherrscht. Diese Beobachtungen fanden unter der
Bedingung, dass kein Auftrieb zwischen Schmelze und Matrix existiert, statt. Wird dieser
Auftrieb hinzugef ugt, so ist erkennbar, dass eine Kombination zwischen den die Kana-
lisierungsinstabilit at und den Auftrieb bestimmenden Parametern existiert, bei der sich
Solitonen ausbilden. Diese Solitonen folgen bei ihrem schnelleren Aufstieg dem Verlauf
der schmelzgef ullten Kan ale und passieren dabei, ohne ihre Form zu ver andern, andere
kleine Solitonen, die ihren Weg kreuzen. Die durchschnittliche Aufstiegsgeschwindigkeit
der Solitonen entspricht einem Vielfachen der Aufstiegsgeschwindigkeit der Schmelze auf-
grund von Segregation. Weiterhin deckt sich die Solitonaufstiegsgeschwindigkeit mit der
von Schmeling (2000) angegebenen.
3linksdrehendes Koordinatensystem, mit 0 gleich der VertikalenZusammenfassung
In der initialen Bildungsphase konnten die von Holtzman et al. (2003) gefundenen Auslenk-
winkel der Kan ale von 60 reproduziert werden. Bei anhaltender Dehnung unterscheiden
sich allerdings die Ergebnisse dieser Arbeit von denen von Holtzman et al.. Letztere weisen
jedoch selbst darauf hin, dass die von ihnen untersuchte Kanalisierungsinstabilit at eher
auf einem "damage mechanism\ (Bercovici et al., 2001) beruht. Weiterhin erkl aren sie ih-
re groen Winkel zur Normalen mit einer Superpositionierung zwischen dem bevorzugten
Kanalisierungsinstabilit atswinkel von 45 und einem horizontal verlaufenden "shear parti-
tioning\. In der Theorie Stevensons (1989) wird dieses Partitionieren nicht ber ucksichtigt.
Auerdem liefen die Experimente von Holtzman et al. wesentlich langsamer ab als die dieser
Arbeit, wodurch meiner Meinung nach Holtzman et al. nicht den Bedingungen gen ugten,
um diese Eekte zu beobachten. Diese Vermutung st utzt sich auf die Tatsache, dass der von
Holtzman et al. eingef uhrte Quotient  = c=h (c Kompaktionsl ange (McKenzie, 1984)
und h H ohe des Modells), welcher sich umgekehrt proportional zur Auspr agung der Ka-
nalisierungsinstabilit at verh alt, bei ihren Experimenten bei 0:05   10:5 lag, w ahrend er in
dieser Untersuchung unter 0:01 liegt; demnach die von mir vorgestellten Untersuchungen
in etwa eine Gr oenordnung schneller abliefen als die von Holtzman et al..
Weiterhin konnte die Erhaltungsgleichung f ur Wasser erfolgreich in FDCON implementiert
und ausgetestet werden. Die Vermutung von Hall und Parmentier (2000), dass der Ein
uss
von Wasser verst arkend auf die Kanalisierungsinstabilit at wirkt, konnte nicht best atigt wer-
den. Es konnte sogar das Gegenteil festgestellt werden, n amlich, da aufgrund des gel osten
Wassers das Gesamtsystem erweicht, tritt eine Abschw achung der Kanalisierungsinstabi-
lit at f ur kleine Wellenzahlen auf.
Der Versuch der Anwendung der bisher erzielten Ergebnisse auf die Interaktion eines auf-
steigenden Plumes mit einer spreizenden Kruste erbrachte keine direkte Fokussierung der
Schmelze zum MOR hin. Die Spannungsverteilung dieser Experimente zeigt, dass der Plu-
mestamm aufgrund eines defokussierenden Kanalnetzwerks im Stamm sowie eines nahezu
vertikal verlaufenden Kanalnetzwerks am Rand des Plumestammes von einer Zone erh ohter
Schmelzkonzentration ummantelt sein k onnte. In dieser Ummantelung steigt die SchmelzeZusammenfassung
dann in vertikal verlaufenden Kan alen auf, wobei sie in den hier vorgestellten Experimenten
(Plumekopfausdehnung  150 km) in einer Entfernung von  100 km zum MOR auf die
Lithosph arenunterseite (Tiefe  50 km) treen w urde. Aufgrund der Lithosph arenstruktur
(
p
t-Gesetz) k onnte die Schmelze an der schr agen Lithosph arenunterseite zum MOR hin
str omen (Sparks und Parmentier, 1994; Hall und Kincaid, 2003).
Diese Prozesse (Kanalisierungsinstabilit at, Entlangstr omen der Schmelze an der Lithosph a-
renunterseite (Sparks und Parmentier, 1994; Hall und Kincaid, 2003) und Recyclingprozess
der Schmelze) stellen das Erkl arungsmodell dieser Arbeit dar, wie eine Fokussierung von
Schmelze zum MOR bei einer Interaktion von diesem mit einem Plume aussehen k onnte.
Dieses Erkl arungsmodell konnte jedoch aufgrund mangelnder Gitterau
 osung nicht mit
FDCON modelliert werden (Kap. 6.11).INHALTSVERZEICHNIS
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Einleitung
Der Gelehrte studiert die Natur nicht, weil das etwas N utzliches ist. Er studiert sie,
weil er daran Freude hat, und er hat Freude daran, weil sie so sch on ist. Wenn die
Natur nicht so sch on w are, so w are es nicht der M uhe wert, sie kennen zu lernen,
und das Leben w are nicht wert, gelebt zu werden. Henri Poincar e (1854-1912)
Partiell geschmolzene Regionen des Erdmantels sind ein ergiebiges Forschungsgebiet f ur
Theoretiker, Experimentalphysiker, Observierer und Geodynamiker. So werden unter an-
derem der Prozess des Schmelzaufstiegs, die Schmelzakkumulation sowie die Fokussierung
der Schmelze zu ihren Austrittsgebieten erforscht. Seit geraumer Zeit gewinnt aber auch die
Interaktion von gel ostem Wasser im Mantel mit den eben erw ahnten Prozessen zunehmend
an Interesse.
Diese Arbeit reiht sich in die aktuelle Forschung der Schmelzakkumulation unter rein me-
chanischen Randbedingungen ein. So wird unter anderem der Ein
uss des Spannungsfel-
des auf die Reorganisation der Schmelze untersucht und welche Eekte auftreten, wenn
zus atzlich der Ein
uss von Wasser auf die Rheologie ber ucksichtigt wird. In dieser Ein-
leitung wird ein  Uberblick  uber die Lokationen partiell geschmolzener Regionen, die dort
stattndenden Bildungsprozesse der Schmelze, die organisierte Segregation derselben und
der Ein
uss von Wasser auf diese Prozesse gegeben. Die Arbeit geht nachfolgend auf einige
dieser genannten Prozesse tiefer ein. Die exakten Fragestellungen dieser Arbeit sind am
Ende der Einleitung zusammengefasst (Abschnitt 1.6).
1.1 Vorkommen partieller Schmelzregionen
Partiell geschmolzene Regionen kommen unter anderem unterhalb mittelozeanischer R ucken,
 uber Subduktionszonen, in aufsteigenden Plumes und innerhalb von Scherzonen unterhalb
der Kruste vor. Diese Schmelzregionen k onnen z.B. durch lokale Tomographien entdeckt,2 Einleitung
jedoch nur bedingt vermessen werden. So zeigen lokale Tomographiestudien in Island ein-
deutig, dass sich darunter eine mehrere hundert Kilometer breite, negative seismische Ge-
schwindigkeitsanomalie bendet (Allen et al., 2002).
Eine Erniedrigung der seismischen Geschwindigkeiten wird im allgemeinen mit einer Erh o-
hung der Temperatur, mit Auftreten von Wasser oder einer kompositionellen  Anderung des
durchdrungenen Materials assoziiert. Die Erh ohung der Temperatur und damit die evtl.
 Uberschreitung des Solidus bzw. dessen Absenken aufgrund von Wasser kann wiederum zu
einem partiellen Aufschmelzen der Gesteinsmatrix f uhren.
Am Beispiel von Island treten partielle Schmelzregionen aufgrund dieser drei Eekte auf
(Ruedas, 2004, Kap. IV):
- Die Erh ohung der Temperatur wird durch heies, konzentriert unter Island aufsteigendes
Mantelmaterial erzeugt, dem Island Plume.
- Durch den Island Plume wird Wasser aus der  Ubergangszone in diese Regionen transpor-
tiert.
- Der kompositionelle Aufbau von Island weist groe Heterogenit aten auf.
Partiell aufgeschmolzene Zonen treten nicht nur im Zusammenhang mit einem Plume auf,
sondern bilden sich auch unter mittelozeanischen R ucken aus. In Abbildung 1.1 ist skizziert,
wie eine partiell aufgeschmolzene Region unterhalb eines R uckens strukturell aufgebaut sein
k onnte. Diese Skizze zeigt, dass zentriert unter dem R ucken in einem Tiefenbereich von bis
zu 7 km partiell aufgeschmolzene Matrix vorhanden sein kann. Weiterhin tritt in einer Tiefe
von 50   120 km aufgrund von Dekompressionsschmelzen ein verbundenes Schmelzgebiet
auf. Der Zwischenbereich kann ebenfalls Schmelze aufweisen, welche jedoch nicht zwingend
verbunden sein muss.1.2 Bildungsprozess der Schmelze 3
Abbildung 1.1. Struktureller Aufbau des oberen Mantels unter einem
Mittel-Ozeanischen-R ucken (RAMESSES Projekt, Sinha et al. (1998)).
Mit freundlicher Genehmigung von Blackwell Publishing (Oxford).
1.2 Bildungsprozess der Schmelze
1.2.1 Schmelzbildung
Das  Uberschreiten der Solidustemperatur des Mantelgesteins (Peridotit) f uhrt zur Bildung
von basaltischen Schmelzen. Dies erfolgt bevorzugt in zwei Tiefenbereichen:
In einem Tiefenbereich von 30   80 km kann unter einem MOR1 ein Aufschmelzprozess
aufgrund von Dekompressionsschmelzen erfolgen (Kelemen et al., 1997). In Regionen, in
1MOR: Mittelozeanischer R ucken, "mid-ocean ridge\4 Einleitung
denen heies Plumematerial aufsteigt, erfolgt der Aufschmelzprozess hingegen in einem
Tiefenbereich von 120   170 km (Ruedas, 2004). Das Aufschmelzen in diesen Tiefen wird
durch die erh ohte Temperatur des Plumematerials, aber auch durch die Absenkung des
Solidus aufgrund von Wasser, welches aus der  Ubergangszone2 herauf transportiert wird,
ausgel ost (Inoue, 1994).
F ur den Aufschmelzprozess und das weitere Verhalten der Schmelze in der Matrix existieren
diverse Modelle ("Batch Melting\, "Fractional Melting\, "Magma Mixing\ und "Incremen-
tal Melting\).
Batch Melting
Die erzeugte Schmelze verbleibt in der Matrix, sammelt sich dort an und wird dem System
ggf. als Ganzes z.B. durch Segregation entzogen. Da die Schmelze dem System nicht sofort
entzogen wird, kann sie mit der Matrix solange reagieren, bis sich ein f ur den Schmelzpro-
zess charakteristisches chemisches Gleichgewicht zwischen ihnen eingestellt hat.
Fractional Melting Modell
Die erzeugte Schmelze wird der Matrix sofort entzogen. Hierdurch bleibt verarmtes Man-
telgestein (Harzburgit) zur uck (Basu, 2002). Durch diesen Prozess ver andert sich die che-
mische Zusammensetzung des Systems kontinuierlich. Charakteristisch f ur diesen Prozess
ist, dass sich die erzeugte Schmelze nicht im chemischen Gleichgewicht mit der Matrix
bendet.
Der genaue Vorgang der Schmelzextraktion kann mittels geophysikalischer Methoden nur
schwer unterschieden werden. Eine M oglichkeit der Unterscheidung bietet die Geochemie.
Aufgrund geochemischer Prozesse reichern sich in der Schmelze dem Mantelgestein inkom-
patible Elemente wie z.B. Uran, Thorium und eine Vielzahl von REE3, je l anger sie mit
dem Quellgebiet in Kontakt bleibt, unterschiedlich stark an. Demzufolge kann, wenn noch
kein Gleichgewichtszustand erreicht ist, z.B. aus dem Verh altnis von Uran und Thorium
2 Ubergangszone: Tiefenbereich zwischen der 410 und 660 km Diskontinuit at
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die Verweildauer der Schmelze im Quellgebiet bestimmt werden, und hieraus k onnen dann
R uckschl usse auf den Extraktionsprozess gezogen werden.
1.2.2 Porosit¨ ats-Permeabilit¨ atsbeziehung
Sind die Bedingungen zur Schmelzbildung geschaen, so zeigen laborgest utzte Messungen,
dass sich die Schmelze anfangs in Kornzwickeln bildet und sich erst allm ahlich mit zu-
nehmender Porosit at  uber die Korngrenzen mit anderen Zwickeln verbindet (Faul, 1997).
Untersuchungen der elektrischen Leitf ahigkeit in Abh angigkeit der Porosit at eines Mate-
rials k onnten solch ein Verhalten der Schmelze best atigen (Maumus, 2004). So ist ein Er-
gebnis der Arbeit von Maumus, dass die elektrische Leitf ahigkeit bei steigender Porosit at
anf anglich nicht zunimmt und ab einem gewissen Schmelzgrad ein Leitf ahigkeitssprung
auftritt. Dieser Eekt k onnte ein Indiz daf ur sein, dass zuerst unverbundene Schmelzlinsen
entstehen, die die Leitf ahigkeit kaum beein
ussen, und diese sich erst, wenn sich gen ugend
Schmelze gebildet hat,  uber die Korngrenzen hinweg verbinden und so die Leitf ahigkeit
sprunghaft erh ohen.
Dass sich die Permeabilit at sprunghaft mit der Porosit at ver andert, zeigt deutlich, welch
komplizierte Vorg ange bei der Betrachtung dieser beiden Gr oen auftreten k onnen. In die-
ser Arbeit werden solche Eekte vernachl assigt und eine vereinfachte, aus der Theorie
abgeleitete, generalisierte Porosit ats-Permeabilit atsbeziehung verwendet, die der Propor-
tionalit at k  'n folgt, mit n  2 (Faul, 1997). In Kapitel 2.7 wird n aher auf diese
Beziehung eingegangen.
1.3 Segregationsmodelle
Geochemische Beobachtungen von Stolper (1980) und Suhr (1998) sowie Feldbeobachtun-
gen am Ingalls Ophiolith (Washington Cascades) von Kelemen et al. (2000) weisen auf
einen ezienten Mechanismus der Schmelzextraktion hin.6 Einleitung
So zeigt Suhr (1998), dass ophiolitischer Mantelperidotit sowohl in Spuren- als auch in den
Hauptelementen im chemischen Ungleichgewicht mit primitiver, aus ozeanischen Spreit-
zungszentren stammender, Schmelze ist. Dies deutet darauf hin, dass die Schmelze dem
System wesentlich schneller entzogen wurde als es durch alleinige Perkolation m oglich w are,
da sonst die Schmelze, falls diese lediglich durch eine langsame por ose Str omung zu ihrem
Austrittsgebiet gelangt w are, gen ugend Zeit gehabt h atte, dieses chemische Ungleichge-
wicht teilweise oder gar ganz abzubauen.
Infolgedessen muss sich die Schmelze in irgendeiner Art und Weise organisieren und Be-
reiche mit erh ohter Durch
ussmenge schaen. In der anf anglich partiell aufgeschmolzenen
Matrix kann eine Organisierung der Schmelze nur durch Segregation erfolgen. Hat sich die
Schmelze zu Bereichen mit erh ohter Schmelzkonzentration (gleich erh ohter Durch
ussmen-
ge) zusammengefunden, wird der weitere Extraktionsprozess durch kanalisierte Perkolation
(Kelemen et al., 1997) bis hin zu einem Fluss in oenen Kan alen erfolgen (Nicolas, 1986;
Hart, 1993; Richardson et al., 1996).
Weiterhin zeigen die Feldbeobachtungen von Kelemen et al. (2000), dass sich solch ein
Kanalsystem in dem untersuchten Ophiolit ausgebildet hat. Als ein Ergebnis ihrer Unter-
suchung ergibt sich, dass ein Potenzgesetz zwischen der Dicke eines Kanals (Querschnitt)
und deren Anzahl besteht. Je kleiner die Kan ale sind, desto h auger treten sie auf. Auf-
grund dessen sind sie der Meinung, dass die Schmelzextraktion im Mantel durch ein sich
fraktal verzweigendes Netzwerk, eine Art "Bronchial-System\ oder "root tree system\4,
stattndet, wobei die kleinen Ver astelungen im Quellgebiet liegen und sich zu immer gr oer
werdenden Kan alen, die zum Austrittsgebiet hin verlaufen, zusammennden.
Ein weiteres Indiz f ur eine Organisierung der Schmelze ist, dass bei MOR das Austrittsge-
biet der Schmelze klein ist (einige Kilometer, (Vera et al., 1990)), w ahrend das Quellgebiet
leicht hundert und mehr Kilometer umfassen kann (Forsyth et al., 1998). Folglich muss die
Schmelze zum Austrittsgebiet hin fokussiert werden. Eine M oglichkeit der Fokussierung
w are, dass die Schmelze senkrecht vom Quellgebiet aufsteigt und dann an der zum Aus-
4
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trittsgebiet hin geneigten Unterseite (
p
t Gesetz) der Lithosph are zu diesem geleitet wird.
Dass solch eine Fokussierung m oglich ist, zeigen numerische Untersuchungen von Sparks
und Parmentier (1994) und numerische
"
o-axis plume-ridge interaction\ Modelle von Hall
und Kincaid (2003).
Die Bildung solcher Bronchial-Systeme bzw. die Bildung von Kan alen wird derzeit durch
unterschiedliche Theorien beschrieben. Zwei dieser Theorien (Kanalbildung aufgrund eines
chemisch reaktiven por osen Flusses (Hart, 1993; Aharonov et al., 1995; Spiegelman et al.,
2001) und Bildung von Kan alen aufgrund von spannungsgetriebener Schmelzsegregation
(Stevenson, 1989; Richardson, 1998; Holtzman et al., 2003; Spiegelman, 2003)) werden im
Rahmen dieser Arbeit/Einleitung beschrieben, wobei die letztere Untersuchungsgegenstand
dieser Arbeit ist.
1.3.1 Bronchial-System: Chemisch reaktiver por¨ oser Fluss
In einem System, in dem sich die L oslichkeit eines Minerals, in diesem Fall Pyroxen, in
der Schmelze erh oht, wenn der Druck in dem Schmelzgebiet abnimmt, kann sich ein selbst
verst arkender Prozess ausbilden (Kelemen et al., 1995):
Regionen mit erh ohtem Schmelzdurchsatz (Kan ale), welche Regionen verringerten Drucks
darstellen, f uhren zu einer Erh ohung der L oslichkeit des dort bendlichen Pyroxens. In-
folgedessen in diesen Bereichen mehr Matrix aufgel ost wird, was ein Wachsen des Kanal-
querschnittes bewirkt und somit in einer Zunahme der Porosit at resultiert. Dies hat zur
Folge, dass sich der Schmelzdurchsatz verst arkt, der Druck weiter abf allt und sich so der
selbst verst arkende Prozess einstellt, der durch die erh ohte L oslichkeit vorhandene Kan ale
vergr oert, aber auch durch den sich ausbildenden Druckgradienten Schmelze in diesen
fokussiert.
Dieser Prozess ist in der Literatur als "chemisch reaktiver por oser Fluss\ bekannt und ana-
lytisch wie auch numerisch von Aharonov et al. (1995), Hart (1993), Kelemen et al. (2000)
und Spiegelman et al. (2001) analysiert worden. Das sich ausbildende Netzwerk besteht8 Einleitung
entweder aus vertikalen Kan alen (Aharonov et al.) oder aber aus einer Art bronchialem
System (Hart; Kelemen et al.; Spiegelman et al.).
Die numerischen Untersuchungen des chemisch reaktiven por osen Flusses von Spiegel-
man et al. zeigen bei einer Damk ohlerzahl5 von Da = 40 und einer Pecletzahl6 von
Pe = 40, dass im Endstadium dieses Versuches (t = 116c
p , mit p  50 ma 1 Perkola-
tionsgeschwindigkeit und c, der von McKenzie (1984) eingef uhrten Kompaktionsl ange7)
eine Porosit atsverteilung (Kanalsystem) erreicht wird, bei der 94% des vertikalen Schmelz-
durch
usses in nur 24% des zur Verf ugung stehenden Raumes erfolgen (Spiegelman Abb.
2.a).
Des Weiteren zeigen Spiegelmans (2001) Untersuchungen, dass die Porosit at im Kanal um
so schneller anw achst, je gr oer die Bereitschaft (groe Da-Zahl) der Schmelze ist, das che-
mische Ungleichgewicht auszugleichen (Spiegelman et al., 2001, Kap. 3.1), sowie dass die
Wachstumsrate der Porosit at und der Abstand der Kan ale untereinander prinzipiell von
dem Produkt DaPe abh angt (Spiegelman et al., 2001, Kap. 3.2). Aus Spiegelmans Ab-
bildung 3, welche das Resultat ihrer linearen Stabilit atsanalyse visualisiert, ist ersichtlich,
dass f ur ein DaPe-Produkt in einem Wertebereich von 100 < DaPe < 25600 die maxima-
le Verst arkung bei einer Wellenzahl8 von k = 2   5   1
c liegt. Dieser Wellenzahlbereich
spiegelt sich ebenfalls in den Feldbeobachtungen von Kelemen et al. (2000) wider.
Jedoch deuten Spiegelman et al. (2001, Kap. 4.2.3) in ihren generellen Experimenten zum
chemisch reaktiven por osen Fluss an, dass bei ihren numerischen Simulationen das sich aus-
bildende Bronchial-System nicht gen ugend fokussiert, um Schmelze aus einer Quellregion
(100 km tief und 100 km breit), zu ihrem 5 km breiten Austrittsgebiet zu transportieren,
demzufolge weitere Kanalisierungsprozesse wirken m ussen.
5Damk ohlerzahl: Reaktionsbereitschaft der Schmelz pro advektierte Kompaktionsl ange; eine groe
Damk ohlerzahl bedeutet eine reaktionsfreudige Schmelze; Wertebereich in Spiegelmans Experimenten:
10  Da  160
6Pecletzahl: Diusion bzw. Dispersion, die pro advektierte Kompaktionsl ange stattndet; eine groe
Pecletzahl bedeutet vernachl assigbareDiusion; Wertebereich in Spiegelmans Experimente: 10  Pe  160
7c =
q 
4
3s + b

k'=f, mit s eektive Scherviskosit at, beektive Volumenviskosit at, k' poro-
sit atsabh angige Permeabilit at (Kap. 2.8).
8k = 2=, mit  der Wellenl ange einer Porosit atsst orung1.3 Segregationsmodelle 9
Die von Hart (1993) untersuchte Instabilit at, der ebenfalls ein sich ausbildendes Bronchial-
System zugrunde liegt, beruht wie bei Spiegelman et al. (2001) auf einer m oglichst groen
Pecletzahl Pe. Die Pecletzahl Pe gibt bei beiden diesbez uglichen Untersuchungen an, ob
die Schmelze  uber eine advektierte Kompaktionsl ange mittels Diusion chemische Teilchen
mit der Matrix austauschen konnte, um so ggf. ein bestehendes chemisches Ungleichgewicht
abzubauen. Ist Pe gro, spielt diese Diusion keine Rolle. So ist nach Hart und Spiegelman
et al. die Instabilit at des chemisch reaktiven por osen Flusses um so st arker, je h oher Pe.
Jedoch weist Hart auf zwei Probleme hin, die eine Erniedrigung von Pe und infolgedessen
eine Abschw achung zur Folge haben k onnten:
Zum einen kann sich, sollte die Schmelze bei ihrem Aufstieg stagnieren, das chemische Un-
gleichgewicht ausgleichen,und die Instabilit at k onnte zum Erliegen kommen. Zum anderen
vermischt sich im chemischen Ungleichgewicht bendliche Schmelze beim Aufsteigen mit
neu produzierter, im chemischen Gleichgewicht bendlicher Schmelze aus h oher liegenden
Regionen. Durch diese Vermischung entsteht zwar ebenfalls wieder eine chemisch unaus-
geglichene Schmelze, diese weist allerdings ein schw acheres chemisches Ungleichgewicht
auf, wodurch es ebenfalls zu einer Abschw achung oder gar zum Erliegen der Instabilit at
kommen k onnte.
Da jedoch Schmelze, welche sich im chemischen Ungleichgewicht bendet, beobachtet wird,
treten entweder diese zwei Ausgleichsprozesse gar nicht oder nur in abgeschw achter Form
auf, oder es m ussen noch ein oder mehrere weitere Prozesse existieren, die unabh angig von
einem chemischen Ungleichgewicht agieren. Auf einen dieser Prozesse wird im nachfolgen-
den Kapitel n aher eingegangen.10 Einleitung
1.3.2 SpannungsangetriebeneSchmelzsegregation:
Die Kanalisierungsinstabilit¨ at
Der hier vorgestellte und im Rahmen dieser Arbeit ausgiebig durch numerische Methoden
untersuchte Kanalisierungsprozess ist rein mechanischen Ursprungs:
Wird ein Zweiphasensystem, bestehend aus einer hochviskosen, deformierbaren Matrix
und einer niederviskosen Schmelze, einer zweidimensionalen Deformation9 ausgesetzt, tritt
ein Kanalisierungsprozess ein. Wenn keine Schmelzmigration stattndet, dann fordert die
Kr afteerhaltung unter Vernachl assigung von Gravitation, Ober
 achenspannungen zwischen
Schmelze und Matrix sowie jeglicher Variation in z-Richtung, dass die Normalspannung
xx konstant ist (Stevenson, 1989). Hieraus ergibt sich f ur das System
xx =  P + 2s _ "0: (1.1)
P Druck, s Scherviskosit at der Matrix, _ "0 Dehnungsrate
Unter der Annahme kleiner Porosit atsvariationen in x-Richtung und dass eine niedrige
Porosit at mit einer hohen Viskosit at verkn upft ist (Kohlstedt et al., 2000), sowie unter der
Nebenbedingung, dass die Normalspannung xx an der Grenz
 ache zwischen Schmelze und
Matrix stetig ist, folgt, dass die h oher por osen Gebiete Regionen erniedrigten Drucks sind
sowie vice-versa. Dies f uhrt dazu, dass Schmelze in die Tiefdruckgebiete 
iet und es so zu
einer weiteren Erh ohung der Porosit at in diesen Gebieten kommt, was zu einem sich selbst
verst arkenden Prozess f uhrt, der parallel zur maximalen Kompressionsspannung (MKS)
Kan ale ausbildet (Kap. 3 sowie Anhang C).
Diese Instabilit at wurde anf anglich f ur eindimensionale Strukturen von Stevenson (1989)
numerisch und analytisch untersucht. Er fand, dass sich ein Kanalnetzwerk ausbildet, wel-
ches eine L angenskala aufweist, die kleiner als die der Kompaktionsl ange, aber gr oer als
9hier am Beispiel der Reinen Scherung mit einer Hintergrunddeformierung von _ "xx =  _ "zz = _ "0 =
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die Korngr oe ist. Richardson (1998) erweiterte die 1D Untersuchungen von Stevenson
auf einen 2D Fall unter der Dehnungsbedingung Reiner Scherung. Seine Resultate zeigen
ebenfalls, dass sich die Schmelze parallel zur MKS ausrichtet.
Die Porosit at eines Kanals w achst proportional zu ak2=(1 + bk2) an. Dies f uhrt dazu,
dass sich eine konstante maximale Wachstumsrate f ur Wellenzahlen k   1
c = & ausbildet
(Kap. 3 sowie Abb. 6.2 in Kap. 6.2).
Die reziproke Kompaktionsl ange, die Kompaktionszahl & =  1
c (Kap. 2.8.2), bestimmt den
 Ubergang zwischen dem ansteigenden Ast der Wachstumsrate (k < &) und dem horizontal
(k > &) verlaufenden. Die gleichm aige Verst arkung der Porosit at im Bereich groer Wel-
lenzahlen induziert bei der numerischen Analyse der Instabilit at allerdings eine von der
Gitterau
 osung abh angige Wachstumsrate; hierauf weist ebenfalls Richardson (1998) hin.
Eine weiterf uhrende Analyse dieser Problematik erfolgt in Kapitel 6.3.
Das Problem, dass sich Schmelzinklusionen mit Wellenzahlen k gr oer als die Kompaktions-
zahl & alle gleich stark verst arken, ist bisher nur unbefriedigend gel ost worden. Theoretisch
k onnen sich zwar beliebig kleine Inklusionen verst arken und ggf. ein Netzwerk bilden, aber
rein physikalisch sollte sich kein Netzwerk ausbilden, dessen Kan ale einen geringeren Ab-
stand als die Korngr oe aufweisen. Rabinowicz und Vigneresse (2004) versuchten durch
Ber ucksichtigung von ober
 achenenergetischen Ein
 ussen10 ein Abfallen der Wachstums-
rate bei Wellenzahlen k, die gr oer als die Kompaktionszahl & sind, in die Theorie der
Kanalisierungsinstabilit at f ur trockene Medien aufzunehmen. Allerdings vernachl assigten
Rabinowicz und Vigneresse diesen Eekt bei ihrer analytischen L osung der Kanalisie-
rungsinstabilit at wieder, da bei einer Betrachtung kleiner Porosit atsperturbationen die
Energieein
 usse nur zweiter Ordnung sind, wobei sie darauf hinweisen, dass dadurch eine
 Ubersimplizierung des Gesamtprozesses erfolgt. Diese  Ubersimplizierung f uhrt wiederum
dazu, dass ihre Analyse ebenfalls eine Wachstumsrate, die proportional zu ak2=(1 + bk2)
ist, liefert. Trotzdem sind sie der Meinung, dass bei gr oeren Perturbationen aufgrund der
10Die Erzeugung von vielen d unnen Kan alen kostet viel Energie, wobei die Erzeugung von einigen di-
ckeren Kan alen, die zum gleichen Schmelzdurchsatz f uhren, energetisch g unstiger ist.12 Einleitung
Viskosit atsunterschiede zwischen der Matrix und der Schmelze die Ober
 achenenergie an
deren Grenz
 ache erheblich ist und zu dem besagten Abfall der Wachstumsrate f uhren
sollte.
Lediglich Hall und Parmentier (2000) konnten unter Ber ucksichtigung von Wasser einen
Abfall der Wachstumsrate bei Wellenzahlen k  & erfolgreich in die Theorie implementie-
ren:
Die Viskosit atsunterschiede, die den Hauptbeitrag zu dem sich ausbildenden Druckgra-
dienten liefern, k onnen durch eine Diusion von vorwiegend in der Schmelze gel ostem
Wasser (Partitionskoezient D = 0:01) zur uck in die schmelzarmen Regionen reduziert
werden. Diese Diusion l auft bei Wellenzahlen k  & schneller ab als bei entsprechend
kleinen Wellenzahlen, folglich werden die Viskosit atsunterschiede bei groen Wellenzahlen
schneller ausgeglichen, wodurch sich eine maximale Wachstumsrate bei einer spezischen
Wellenzahl ausbildet.
Hall und Parmentier (2000) geben die Wellenzahl der maximalen Verst arkung mit khall 
('H2O2
c=)
 1=4 an11. Die Ber ucksichtigung von Wasser f uhrt zwar zu einer ausgezeichne-
ten Wellenzahl khall, bei der die Wachstumsrate maximal ist, allerdings schw acht Wasser
im Gegensatz zum trockenen Regime die Wachstumsrate ab. Auf diesen abschw achenden
Eekt von Wasser wird in Kapitel 4.2 ausf uhrlicher eingegangen.
Holtzman et al. (2003) versuchten die Theorie von Stevenson (1989) durch Experimente
unter der Bedingung Einfacher Scherung an synthetischem Olivin+MORB12 zu best atigen.
Jedoch zeigen ihre Experimente, dass sich die Kan ale nicht parallel zur maximalen Kom-
pressionsspannung ausrichten, sie verlaufen vielmehr  20 zur Scherebene geneigt. Aller-
dings weisen sie darauf hin, dass ihre Versuche aufgrund von unterschiedlichen physika-
lischen Grundvoraussetzungen nicht durch die oben beschriebene Theorie erkl art werden
k onnen. So nehmen sie an, dass ihre Experimente eher durch eine Kompaktionstheorie,
welche auf einem "damage mechanism\ (Bercovici et al., 2001) beruht, zu erkl aren sind.
11' Porosit at, H2O Diusionskoezient f ur Wasser, c Kompaktionsl ange,  Aufschmelzrate
12MORB: Mittelozeanischer R uckenbasalt, "mid-ocean ridge basalt\1.3 Segregationsmodelle 13
Eine ihrer weiteren Erkl arungen f ur diese niedrigen Winkel ist, dass sich eine Superposi-
tionierung zwischen dem bevorzugten Kanalisierungsinstabilit atswinkel von 45 und einem
horizontal verlaufenden
"
shear partitioning13\ einstellt, dieses aber in der Theorie von Ste-
venson nicht ber ucksichtigt wird.
Spiegelman (2003) unterzog die Kanalisierungsinstabilit at einer erneuten analytischen Un-
tersuchung. Seine Analyse ergab, dass sich bei groen Dehnungen lediglich Kan ale, die
einen initialen Auslenkwinkel von  20 zur Scherebene aufweisen, maximal verst arken.
Diese Kan ale werden w ahrend der Scherung zusehends in die optimale Lage (parallel zur
MKS, gleich 45) gedreht und k onnen dementsprechend fortlaufend anwachsen, w ahrend
sich z.B. Kan ale, die bei 45 anfangen, zwar anf anglich am st arksten verst arken, aber aus
dieser Lage herausgedreht werden und eine immer schw acher werdende Wachstumsrate
aufweisen. Der Grund hierf ur ist die starke Nichtlinearit at der Kanalisierungsinstabilit at
(Kap. 3).
Der Kanalbildung aufgrund chemischer Bedingungen gegen uber ist die spannungsangetrie-
bene Schmelzsegregation (Kanalisierungsinstabilit at) nur vom Spannungsfeld abh angig,
und demzufolge ndet eine Kanalisierung auch dann statt, wenn sich Schmelze und Matrix
im chemischen Gleichgewicht benden.
Die weitere Erforschung des Bildungsprozesses solcher Systeme (Segregation/Kanalisierung
von Schmelze), des Aufstiegs der Schmelze innerhalb dieser Systeme ( Perkolation von
Schmelze), der Fokussierung der Kan ale zum Austrittsgebiet und des Verhaltens dieser
Systeme bei groen Dehnungen stellt den Hauptbestandteil dieser Arbeit dar. Weiterhin
soll untersucht werden, ob sich Kan ale gror aumig zum Austrittsgebiet fokussieren.
13Die Scherdehnung der Matrix konzentriert sich in b anderartigen Regionen, so dass die Scherung fast
ausschlielich in diesen Regionen abl auft, w ahrend die Regionen zwischen diesen B andern fast v ollig frei
von Scherung sind14 Einleitung
1.4 Die Rolle von Wasser im Mantel
1.4.1 Herkunft und Speicherst¨ attenvon Wasser im Mantel
Aus einer Absch atzung von Ringwood (1975) geht hervor, dass, wenn sich die Erde aus C1
Chondriten und Enstatit Chondriten gebildet hat, anf anglich 2 Gew.% Wasser vorhanden
sein sollten. Einen Groteil dieses Wassers hat die Erde im weiteren Entstehungsprozess
verloren. Augenscheinlich sind von den anf anglichen 2 Gew.% Wasser lediglich noch 0:02
Gew.% Wasser (in den Ozeanen) vorhanden, doch Absch atzungen von Ringwood (1975)
und Ahrens (1989) zufolge m ussen sich immer noch mehrere Ozeanmassen an Wasser gel ost
im Mantel benden.
Diese, vermutlich seit der Entstehung der Erde, im Mantel bendlichen Wassermassen wer-
den bis dato weiterhin aufgef ullt. So zeigen die Untersuchungen von Peacock (1990), dass
subduzierende Platten sechsmal so viel Wasser (8:71011 kga 1) in den Mantel bef ordern,
als der Inselvulkanismus wieder an die Erdober
 ache f ordert (1:4  1011 kga 1).
1.4.2 Verteilung des Wassers im Mantel
Die Gesamtmenge an gel ostem Wasser und vor allem dessen Verteilung spielen eine wich-
tige Rolle, da Wasser einen erheblichen Ein
uss auf die meisten geophysikalischen Gr oen
nimmt (Thompson, 1992). Hochdruckexperimente zeigen, dass die maximale Wasserl os-
lichkeit von Mantelgestein in der  Ubergangszone in der Gr oenordnung von 1   3 Gew.%
und die des unteren und oberen Mantels in der Gr oenordnung von 0:1   0:2 Gew.% liegt
(Bolfan-Casanova et al., 2000; Murakami et al., 2002).
Nach Bercovici und Karato (2003) zeigen geochemische Analysen von MORB (Wasserge-
halt: 0:01 Gew.%), die vorwiegend den oberen Mantel repr asentieren14 und OIB15 (Was-
sergehalt: 0:05 Gew.%), die im Gegensatz dazu den unteren Mantel repr asentieren16, eben-
14d.h. sie sind verarmt an inkompatiblen Elementen wie Uran und Thorium
15OIB: "ocean-island basalt\
16d.h. sie sind relativ angereichert mit diesen Elementen1.4 Die Rolle von Wasser im Mantel 15
falls dass diese beiden Mantelbereiche einen sehr geringen Wassergehalt aufweisen. Dem-
zufolge kann davon ausgegangen werden, dass der obere wie auch der untere Mantel
verh altnism aig trocken sind, w ahrend die  Ubergangszone als das Hauptreservoir f ur die
Wassermassen dient (Bercovici und Karato). Bercovici und Karato nehmen aufgrund des-
sen an, dass in der  Ubergangszone 0:2   2:0 Gew.% an Wasser gel ost sind. Ein weiteres
Reservoir leicht erh ohten Wassergehalts in der Gr oenordnung von 0:1 Gew.% k onnen
Subduktionszonen sein (Sobolev und Chaussidon, 1995).
Geochemische Untersuchungen von Sobolev und Chaussidon (1995) an verarmten MORBs,
die unter Fractional Melting entstanden sind, zeigen, dass die Quellregionen dieser Basal-
te 0:07   0:16 Gew.% ( 1280   5280 ppm H/Si) enthalten. Sp atere Studien von Hirth
und Kohlstedt (1996), ebenfalls an MORB, zeigen, dass der Olivin in ihren analysierten
Basalten  50  30 Gew. ppm ( 810  490 ppm H/Si) enth alt.
1.4.3 Einuss von Wasser auf die Rheologie und die Kanalisierungsinstabilit¨ at
In der aktuellen geophysikalischen Forschung wird immer h auger der Ein
uss von im
Mantel gel ostem Wasser auf die unterschiedlichsten geophysikalisch relevanten Gr oen
ber ucksichtigt (Hirth und Kohlstedt, 1996; Hall und Parmentier, 2000; Bercovici und Kara-
to, 2003; Hofmann, 2003). Zwei der wichtigsten Ein
 usse sind die Erniedrigung der Visko-
sit at mit zunehmendem Wassergehalt und die Absenkung der Solidustemperatur, wodurch
sich vor allem die partiell geschmolzenen Gebiete vergr oern.
Hierdurch werden andere geophysikalische Parameter, wie die seismische Geschwindigkeit
und die elektrische Leitf ahigkeit, ebenfalls erheblich beein
usst.
In dieser Arbeit wird der Ein
uss des Wassers auf die Viskosit at, wie sie von Hall und
Parmentier (2000) vorgeschlagen wird, ber ucksichtigt. So nehmen Hall und Parmentier
(2000) an, dass der Wassergehalt cs die intrinsische Matrixviskosit at 0 um log(cs=ppm) 1
Gr oenordnungen erniedrigt. Eine vergleichbare Erniedrigung geben auch Hirth und Kohls-
tedt (1996) an. Ihrer Meinung nach verursacht ein Wassergehalt von  810490 ppm H/Si16 Einleitung
in den Quellgebieten von MORB, dass die Viskosit at in diesen Gebieten 500300 mal ge-
ringer ist, als in vergleichbaren, trockenen Bereichen.
Die in Kapitel 1.3.2 erw ahnte Ber ucksichtigung von Wasser bei der Kanalisierungsinstabi-
lit at nach Hall und Parmentier hat zwar zur Folge, dass sich nur eine bevorzugte Wellenzahl
verst arkt, gleichfalls aber die Wachstumsrate auch abschw acht.
Auf diesen Eekt wird in Kapitel 4.2 n aher eingegangen.
Die vorliegende Arbeit stellt eine Weiterf uhrung der Untersuchung der spannungsange-
triebenen Schmelzsegregation (Stevenson, 1989), der Kanalisierungsinstabilit at, mit Hilfe
der numerischen Modellierung dar (Kap. 1.3.2). Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der
Analyse der physikalischen Vorg ange unter endlicher Dehnung bei trockenen und nassen
Bedingungen.
1.5 Numerik
Zur Untersuchung wird der von Schmeling (2000) entwickelte 2D Finite-Dierenzen Co-
de FDCON verwendet. Dieser Code wurde f ur die Simulation vertikal spiegelsymmetri-
scher, groskaliger 
uid-dynamischer Prozesse entworfen. Damit k onnen Probleme unter
Reiner Scherung sowie Plumeaufstiege, die eine Interaktion mit einer Spreizungszone auf-
weisen k onnen, oder Mantelkonvektionsprobleme gel ost werden. Der Code ist konzipiert,
das Flieverhalten eines Zwei-Phasen-Systems, welches aus einer hochviskosen Phase, der
Matrix, und einer niederviskosen Phase, der Schmelze, besteht, durch die L osung der von
McKenzie (1984) aufgestellten Erhaltungsgleichungen f ur die Masse (Glg. 2.2 und 2.3),
den Impuls (Glg. 2.4 und 2.5) und die Energie (Schmeling (2000), Glg. 9) zu bestimmen.
Zur L osung der zeitabh angigen Gleichungen wird ein Voll-Implizites-Dierenzenschema in
Verbindung mit einer ADI-Methode17 verwendet; die Advektion wird durch ein
"
Upwind\-
Verfahren durchgef uhrt.
17
"alternating-direction implicit method\1.6 Zusammenfassung der Fragestellung 17
Da die Aufgabenstellung dieser Arbeit auf einem mesoskaligen Problem aufbaut, stellte
sich die Frage, ob FDCON f ur die L osung dieses Problems geeignet ist. Es zeigte sich, dass
FDCON nur dann in der Lage ist, das Problem erfolgreich zu l osen, wenn seine Genauigkeit
um mindestens eine Gr oenordnung erh oht wird.
Diese Erh ohung wurde vor allem durch die Implementierung eines Upwind-Verfahrens zwei-
ter Fehlerordnung erreicht (Kap. 5.1). Diese Erweiterung sowie weitere Ver anderungen, wie
die Implementierung von periodischen Randbedingungen (Kap. 2.5.1), um Einfache Sche-
rung simulieren zu k onnen, oder die Erweiterung von FDCON um die Erhaltungsgleichun-
gen von Wasser (Glg. 4.1) wird ausf uhrlich in Kapitel 4 und 5 beschrieben.
1.6 Zusammenfassung der Fragestellung
Mit Hilfe der numerischen Modellierung gilt es zu untersuchen, ob eine rein mechanische
Deformierung einer schmelzgef ullten Matrix zu einer Bildung von Kan alen f uhrt, wie sich
die Kan ale in einem gegebenen Spannungsfeld organisieren und welche Rolle hierbei die in-
itiale Schmelzverteilung bzw. -geometrie, die Dehnungsrate sowie der Auftrieb der Schmelze
spielen.
F ur die Modellierung wird der von Schmeling (2000) entwickelte Finite-Dierenzen Co-
de FDCON verwendet. Zum einen soll gepr uft werden, ob mit diesem Code mesoskalige

uiddynamische Prozesse modelliert werden k onnen. Zum anderen ist FDCON dahinge-
hend weiterzuentwickeln, dass, zus atzlich zu der schon bestehenden M oglichkeit der Reinen
Scherung, auch die M oglichkeit besteht, Prozesse unter Einfacher Scherung zu simulieren.
F ur die Analyse des Segregationsverhaltens der Schmelze unter wasserhaltigen Bedin-
gungen besteht auerdem die Aufgabe, die von Hall und Parmentier (2000) aufgestellte,
vollst andige Erhaltungsgleichung f ur Wasser in FDCON zu implementieren und auszutes-
ten. Nach ihrer erfolgreichen Implementierung soll gekl art werden, welchen Ein
uss Wasser
auf das Gesamtsystem hat. Diese Vorstudien sollen abschlieend zur Kl arung der Frage18 Einleitung
beitragen, wie es der Schmelze m oglich ist, aus einem breiten Schmelzbereich (z. B. Plu-
mekopf mit einer Ausdehnung von mehreren 100 km) an einem mittelozeanischen R ucken
(Ausdehnung einige 10 km) fokussiert auszutreten.
Diese Arbeit ist in eine physikalische Einf uhrung des Problems, eine anschlieende Darle-
gung der Entwicklungsarbeit an FDCON und die Darstellung, Auswertung und Diskussion
der Ergebnisse gegliedert.
Im Anhang sind die wichtigsten mathematischen Methoden zur Analyse der vorliegenden
physikalischen Probleme aufgezeigt.KAPITEL 2
Physikalisches Modell
Der Prozess der Schmelzakkumulation und Schmelzextraktion aus den eingangs erw ahnten
Quellgebieten des Erdmantels l asst sich vereinfacht durch ein Zweiphasenmodell beschrei-
ben. Die erste Phase ist eine hochviskose deformierbare Matrix, in der die zweite Phase, die
niederviskose Schmelze, eingebettet liegt. Die elementaren Gleichungen f ur solch ein Zwei-
phasensystem wurden von McKenzie (1984) aufgestellt. Die drei wichtigsten Gleichungen
sind die Erhaltungsgleichungen f ur die Masse und den Impuls f ur jeweils eine Phase, sowie
die Energieerhaltungsgleichung. Hierdurch entsteht im 2D Fall ein gekoppeltes Gleichungs-
system, bestehend aus sechs1 Erhaltungsgleichungen.
2.1 Isothermie
Werden thermisch ausgeglichene Quellgebiete sowie geologisch kurze2 Zeitr aume betrach-
tet, kann angenommen werden, dass die physikalischen Vorg ange isotherm ablaufen. Wer-
den hierzu die zwei Diusionszeiten
tH2O =
L2
H2O
(2.1a)
ttherm: =
L2

(2.1b)
und die zwei charakteristischen Zeiten
tdarcy =
L
ufluid
(2.1c)
tmech: =
L
umatrix
(2.1d)
L Diusionsl ange, umatrix maximale Matrixgeschwindigkeit,  thermischer Diusionskoezient,
ufluid Darcy-Geschwindigkeit der Schmelze, H2O Diusionskoezient f ur Wasser
1Massenerhaltung zwei Glg., Impulserhaltung drei Glg. und Energieerhaltung eine Glg.
2d.h. die thermischen Randbedingungen des Untersuchungsgebietes  andern sich nicht20 Physikalisches Modell
betrachtet, die jeweils Aufschluss dar uber geben, wie schnell ein System auf eine entspre-
chende St orung der Advektionsgeschwindigkeit, der Temperatur, der Darcy Str omung und
der Wasserkonzentration reagieren kann, so ist eine Absch atzung m oglich, ob eine isother-
me Betrachtung der hier ablaufenden Prozesse gerechtfertigt ist. Sollte dies, zutreen kann
die Erhaltungsgleichung f ur die Energie vernachl assigt werden. Das gekoppelte Gleichungs-
system w urde sich somit auf f unf gekoppelte Gleichungen vereinfachen.
In Abbildung 2.1 ist deutlich zu erkennen, dass sowohl die Diusionszeit tmech: ab einer Dif-
fusionsl ange von Lmech0  20 m als auch tdarcy f ur die gesamte dargestellte Diusionsl ange
unterhalb der thermischen Diusionszeit ttherm: und diese unterhalb der f ur Wasser liegt.
Hieraus ergibt sich, dass, solange Strukturen, die gr oer als 20 m sind, untersucht werden,
eine isotherme Betrachtung der ablaufenden Prozesse legitim ist.
Nachfolgend werden die f unf Erhaltungsgleichungen sowie weitere wichtige physikalische
Zusammenh ange vorgestellt und beschrieben. Die Ber ucksichtigung der Energieerhaltungs-
gleichung und eine weiterf uhrende Beschreibung FDCONs sind in Schmeling (2000) zu
nden. Alle physikalischen Angaben beziehen sich auf das SI-Einheitensystem. Eine Auf-
listung aller verwendeten Bezeichnungen, einschlielich des hier verwendeten Parameter-
bereiches, ist im Anhang A in Tabelle A.1 zu nden.
2.2 Erhaltungsgleichungen
2.2.1 Erhaltungsgleichungen f¨ ur die Masse
Massenerhaltung der Schmelze
Die Gleichung f ur die Massenerhaltung der Schmelze lautet
@f '
@t
+ ~ r(f '~ uf) =
DM
Dt
isotherm = 0: (2.2)2.2 Erhaltungsgleichungen 21
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Abbildung 2.1. Thermisch, mechanische, Darcy und H2O Diusionszeit in Abh angigkeit der
Diusionsl ange.
therm. Diusionszeit ttherm: Darcy Diusionszeit tdarcy
mech. Diusionszeit tmech: qqq qqq H2O Diusionszeit tH2O
Parameter der Berechnung der Diusionszeiten nach den Gleichungen 2.1a-d:
tmech:: umatrix = umax = 2  10 10 ms 1 ttherm::  = 10 6 m2 s 1
tH2O: H2O = 10 10 m2 s 1 tdarcy: ufluid = 6  10 9 ms 1
nach Glg. 2.4 mit
f = 0:77 Pas, ' = 3:0 [%],
 = 2900 kgm 3 k' = 4  10 14 m2,
g = 10:0 ms 2
Die Referenzen zu diesen Werten sind im Anhang A.2 zu nden.
 Dichte, ' Porosit at/Schmelzanteil, t Zeit, ~ u Geschwindigkeit, DM=Dt Schmelzproduktionsrate
eines Volumenelementes der Matrix mit D=Dt = @=@t + ~ us  ~ r. Die Indizes f und s stehen f ur
Schmelze (fluid) und Matrix (solid).
Massenerhaltung der Matrix
Die Gleichung f ur die Massenerhaltung der Matrix ist
@s (1   ')
@t
+ ~ r(s (1   ') ~ us) =  
DM
Dt
isotherm = 0: (2.3)22 Physikalisches Modell
Gleichungen 2.2 und 2.3 legen dar, wie sich eine Komponente (Schmelze bzw. Matrix)
innerhalb einer beliebigen Kontroll
 ache aufgrund eines Ein- oder Aus
usses durch dessen
Umrandung ver andert. Des Weiteren ber ucksichtigen sie im thermalen Fall (DM=Dt 6= 0)
die Porosit ats anderung aufgrund von Schmelzgeneration bzw. Kristallisation.
2.2.2 Gleichungen f¨ ur die Impulserhaltung
Impulserhaltung der Schmelze
Die Gleichung f ur die Impulserhaltung der Schmelze ist
~ uf   ~ us =  
k'
f '

~ rP + f g i2

: (2.4)
k' Permeabilit at, f Schmelzviskosit at, P Druck innerhalb der Schmelze, g Gravitationsbeschleu-
nigung und i2 Einheitsvektor in z-Richtung
Gleichung 2.4 beschreibt die relative Str omungsgeschwindigkeit der Schmelze zur Matrix
aufgrund eines Druckgradienten (erster Summand in der Klammer) und ihres Auftriebs
(zweiter Summand in der Klammer). Der Ausdruck in der Klammer selbst repr asentiert den
nicht-hydrostatischen Druck innerhalb der Schmelze. Liegt keine Matrixgeschwindigkeit vor
(~ us = 0), so vereinfacht sich Gleichung 2.4 zum bekannten Darcy Gesetz.
Impulserhaltung der Matrix
Die Gleichung f ur die Impulserhaltung der Matrix ist
 g i2   ~ rP +
@ij
@xj
= 0: (2.5)
 gemittelte Dichte aus Matrix und Schmelze, ij viskoser Spannungstensor, xi Koordinate in die
i-te Richtung2.2 Erhaltungsgleichungen 23
Der deviatorische3 viskose Spannungstensor ist gegeben durch
ij = s

@usi
@xj
+
@usj
@xi

+ ij

b  
2
3
s

~ r~ us: (2.6)
s eektive Scherviskosit at, b eektive Volumenviskosit at, ~ us Geschwindigkeit der Matrix,
ij Kronecker Delta
Gleichung 2.5 beschreibt, wie sich eine  Anderung der viskosen Spannung auf den Druckgra-
dienten auswirkt, und welchen Ein
uss der Auftrieb des gesamten K orpers auf diese beiden
Gr oen nimmt. Der Druck P ist in diesem Fall der Druck innerhalb der Matrix, der nicht
durch eine viskose Kompaktion hervorgerufen wird; er ist mit dem Druck aus Gleichung
2.4 nur dann identisch, wenn keine Ober
 achenspannungen zwischen der Schmelze und der
Matrix auftreten.
Das Medium, welches die Matrix bildet, wird als inkompressibel angesehen, allerdings kann
die Matrix, da sie por os ist, sehr wohl kompaktieren oder sich ausdehnen. Dieses Verhalten
wird durch den b Term in Gleichung 2.6 ber ucksichtigt. In FDCON sind sowohl b als
auch s porosit atsabh angig und werden in Kapitel 2.6 n aher betrachtet.
2.2.3 Die Stromfunktion
Im Zweidimensionalen kann der Geschwindigkeitsvektor ~ u = (ux;uz) durch eine skalare
Funktion ersetzt werden, die Stromfunktion   (Turcotte and Schubert, 2002). Die Strom-
funktion   sei so gew ahlt, dass
ux =
@ 
@z
und uz =  
@ 
@x
(2.7)
gilt. Im zweidimensionalen und inkompressiblen Fall (f = konst:;s = konst: ! ~ r~ u = 0)
resultiert das Einsetzen des Spannungstensors 2.6 mit variabler Scher- und Volumenvis-
kosit at in die Impulserhaltung der Matrix (Glg. 2.5) unter Ber ucksichtigung der Strom-
3um den Druck reduzierter Spannungstensor; ij = ij + Pij = ij   1=3ii24 Physikalisches Modell
funktion (Glg. 2.7) in einer Dierenzialgleichung 4: Ordnung mit nur einer Variablen, der
biharmonischen Dierenzialgleichung

@2
@z2  
@2
@x2

s

@2 
@z2  
@2 
@x2

+ 4
@2
@x@z

@2 
@x@z
: (2.8)
Die Forderung der Inkompressibilit at steht allerdings im Widerspruch, Konvektionsproble-
me zu simulieren, da diese auf der Existenz von Dichtevariationen beruhen. Mit Hilfe der
Boussinesq Approximation bzw. der Compaction Boussinesq Approximation k onnen so-
wohl die Forderung der Inkompressibilit at wie auch die der Dichtevariation erf ullt werden.
(Kap. 2.3).
2.3 Die Compaction Boussinesq Approximation
Die Benutzung der Stromfunktion   fordert Inkompressibilit at. Um diese zu gew ahrleisten,
muss die Dichte in den Massenerhaltungsgleichungen (Kapitel 2.2) als konstant angenom-
men werden (Turcotte and Schubert, 2002, Kap. 6). Konstante Dichte steht allerdings
im Widerspruch zur Konvektion, die nur dann auftritt, wenn Dichteunterschiede vor-
handen sind. Beide Forderungen k onnen durch die vielfach in Mantelkonvektionsproble-
men benutzte Boussinesq Approximation (BA, Boussinesq (1903)) erf ullt werden. In der
BA werden Variationen der Dichte, insofern sie nicht mit gravitativen Gr oen verkn upft
sind, vernachl assigt, um die Inkompressibilit at der Matrix in den Erhaltungsgleichungen
zu gew ahrleisten.
Speziell die Annahme der Matrixinkompressibilit at in der Impulserhaltungsgleichung f ur
die Schmelze hat zur Folge, dass die durch Kompaktion der Matrix angetriebene signi-
kante Segregation der Schmelze unterbunden wird. Um diese Segregation der Schmelze
dennoch zu ber ucksichtigen, hat Schmeling (2000) die BA zur Compaction Boussinesq
Approximation (CBA) erweitert, indem auf die Matrixinkompressibilit at in der Schmelz-
impulserhaltungsgleichung verzichtet wurde. Dies bedeutet, dass sowohl Dichtevariationen2.4 Spannungs-Dehnungsraten-Beziehung 25
sowie Kompaktion der Matrix in Gleichung 2.4 ber ucksichtigt werden, um die Segregation
der Schmelze anzutreiben. Die Impulserhaltungsgleichung der Matrix (Glg. 2.5) hingegen
wird wie in der BA behandelt: Die Matrix ist inkompressibel und Dichtevariationen werden
nur im Auftriebsterm ber ucksichtigt.
Diese Approximation ist gerechtfertigt, solange nur kleine Schmelzanteile (' < 20%) in
den Berechnungen auftreten (Schmeling, 2000). In Kapitel 6.2 wird aufgezeigt, welche
zus atzlichen Randbedingungen bei der Verwendung der CBA zu ber ucksichtigen sind.
2.4 Spannungs-Dehnungsraten-Beziehung
Werden viskose K orper einer anhaltenden Spannung ausgesetzt, f uhrt dies - im Gegensatz
zu elastischen K orpern - zu einer fortschreitenden Dehnung. Demzufolge ist es sinnvoll,
diesem Prozess nicht die Dehnung ", sondern die Dehnungsrate _ " zugrunde zu legen
_ "ij =
@"ij
@t
=
1
2

@usi
@xj
+
@usj
@xi

: (2.9)
_ " Dehnungsratentensor, , usi Geschwindigkeit der Matrix
Hieraus folgt f ur den Zusammenhang zwischen dem deviatorischen viskosen Spannungs-
tensor ij und der Dehnungsrate _ "ij f ur inkompressible Medien
ij = 2s _ "ij (2.10)
und f ur kompressible Medien die in Gleichung 2.6 eingef uhrte Beziehung
ij = s

@usi
@xj
+
@usj
@xi

+ ij

b  
2
3
s

~ r~ us: (2.11)
F ur die beiden Spezialf alle Reine Scherung (RS) und Einfache Scherung (ES) kann die
Dehnungsrate _ " direkt aus der Kantenl ange einer quadratisch angenommenen betroenen
Region und der dort herrschenden maximalen Geschwindigkeit bestimmt werden.26 Physikalisches Modell
_ "ijRS =
0
@
@usx
@x 0
0
@usz
@z =  
@usx
@x
1
A =
0
@
umax
hx 0
0  
umax
hx
1
A (2.12)
_ "ijES =
0
@ 0
1
2
@usx
@z
1
2
@usz
@x =  1
2
@usx
@z 0
1
A =
0
@ 0
1
2
umax
hz
 1
2
umax
hz 0
1
A (2.13)
usx;usz Matrixgeschwindigkeit in x;z-Richtung, umax Maximalgeschwindigkeit,
hx = hz Kantenl ange der Region
2.4.1 Ausrichtung der maximalen Kompressionsspannung
Die Ausrichtung  der maximalen Kompressionsspannung max ist im Rahmen der Analyse
der Kanalisierungsinstabilit at eine wichtige Gr oe, da sich die bildenden Kan ale parallel
zu ihr ausrichten. Die Ausrichtung  kann im Zweidimensionalen leicht aus dem allg. Span-
nungstensor berechnet werden, wenn dessen Eigenwerte 1;2 bekannt sind. Die Eigenwerte
eines 2D-Tensors sind gegeben durch
1=2 =  
11 + 22
2

s
11 + 22
2
2
  (1122   2
12)
=  
11 + 22
2

r
1
4
(11   22)
2 + 2
12: (2.14)
Die Ausrichtung der maximalen Kompressionsspannung  kann dann mit  = min(1;2)
aus folgender Relation bestimmt werden
 = arctan

 
11   
12

: (2.15)2.4 Spannungs-Dehnungsraten-Beziehung 27
a) Norm-Koordinatensystem b) Koordinatensystem dieser Ar-
beit
Abbildung 2.2. Vergleich des hier verwendeten Koordinatensystems mit einem  ublichen Ko-
ordinatensystem
Gleichung 2.15 wird in dieser Arbeit bei groskaligen Mantelkonvektionssimulationen f ur
Gebiete der Gr oe von ca. 1  2 km zur Bestimmung der bevorzugten Ausrichtung der
Kan ale angewendet, da die Au
 osung von FDCON nicht hinreichend fein ist (Kap. 6.11).
Der Winkel  ist in einem  ublichen rechtsdrehenden Koordinatensystem zu verstehen. Um
 auf die in dieser Arbeit verwendete Winkelnotation4 (Abb. 2.2) zu transformieren, gilt

0 =
8
> <
> :
   90 falls  > 0
 + 90 falls   0:
(2.16)
Diese ungew ohnliche Winkelnotation liegt in der Natur der in Kapitel 3 beschriebenen
Kanalisierungsinstabilit at:
Das Anwachsen der Porosit at in den Kan alen, ausgedr uckt durch die Wachstumsrate, folgt
in Abh angigkeit des Auslenkwinkels einem Sinus. Im Falle Einfacher Scherung weist dieser
Sinus ein Maximum bei 135 und ein Minimum bei 45 zur Scherebene auf. Durch die hier
4positive x-Achse nach oben, positive z-Achse nach links, 0 Vertikale, linksdrehend zunehmende Winkel28 Physikalisches Modell
angewendete Winkelnotation werden diese beiden Winkel auf 45 (Maximalwert) und  45
(Minimalwert) transformiert, wodurch eine Punktsymmetrie erreicht wird.
2.5 Einfache Scherung und Reine Scherung
FDCON ist in seiner Grundversion nur in der Lage, Reine Scherung zu simulieren. Im Laufe
dieser Arbeit zeigte sich allerdings, dass der Deformationszustand Einfache Scherung mehr
M oglichkeiten zur Analyse der Kanalisierungsinstabilit at bietet. Dementsprechend wurde
im Rahmen dieser Untersuchung FDCON um die M oglichkeit der Simulation Einfacher
Scherung erweitert.
Streng genommen gilt die analytische L osung der Kanalisierungsinstabilit at nur f ur den Fall
Reiner Scherung. Da allerdings viskose Medien untersucht werden, bei denen sich die beiden
Deformationszust ande Einfache und Reine Scherung im Verschiebungsfeld nur um eine
Rotation unterscheiden, kann jeweils der der Analyse zutr aglichste Deformationszustand
gew ahlt und simuliert werden.
Aus Symmetriegr unden5 wird im Falle von FDCON bei der Simulation von Reiner Sche-
rung nur ein Viertel des Verschiebungsfeldes berechnet (Abb. 2.4, S. 32). Bedingt durch
diese Art der Simulation von Reiner Scherung (hier konstanter Ein
uss an der Unterseite
der Box und konstanter Aus
uss am rechten Rand), wird das der Analyse zur Verf ugung
stehende Rechengebiet mit zunehmender Dehnung jedoch kleiner, da f ur diesen Fall keine
periodischen Randbedingungen f ur den oberen und unteren Rand in FDCON implemen-
tiert sind. Demzufolge ist eine Auswertung der erzeugten Felder ab einer Dehnung von ca.
"RS  0:5 nicht mehr zu vertreten.
Generell ist eine Analyse der Kanalisierungsinstabilit at unter den Bedingungen der linearen
Stabilit atsanalyse vorzuziehen, dies birgt jedoch den Nachteil des bei zunehmenden Deh-
nungen zu klein werdenden Rechengebietes. Ein wichtiger Punkt dieser Arbeit ist es jedoch,
5Das Verschiebungsfeld bei Reiner Scherung besitzt zwei Symmetrieebenen, eine horizontale und eine
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das Verhalten von Kan alen bei groen Dehnungen ("xz > 1) zu untersuchen. Bedingt durch
die M oglichkeit, bei Einfacher Scherung periodische Randbedingungen f ur den linken und
rechten Rand zu benutzen, wodurch beliebige Dehnungen realisiert werden k onnen, und der
Tatsache, dass sich Einfache und Reine Scherung im viskosen Fall nur durch eine Rotation
unterscheiden, ist Einfache Scherung der Reinen Scherung vorzuziehen.
2.5.1 Implementierung und Simulation Einfacher Scherung
Das Geschwindigkeitsfeld der Einfachen Scherung ist durch eine linear ansteigende Ge-
schwindigkeit parallel zur Scherebene gekennzeichnet. Demnach muss Material an den senk-
recht zu dieser Ebene stehenden R andern herein- bzw. hinaus
ieen k onnen. Die Grund-
version FDCONs weist nur die M oglichkeit des Ein- bzw. Aus
usses am rechten und den
horizontal verlaufenden R andern der Modellbox auf. Prinzipiell kann damit Einfache Sche-
rung in vertikaler Richtung simuliert werden, d.h. nur parallel zum Schwerefeld der Erde,
was jedoch nicht Gegenstand dieser Untersuchung ist. Aus diesem Grund wurde FDCON
dahingehend erweitert, dass ein Ein- bzw. Aus
uss auch am linken Rand erfolgen kann
und somit eine Simulation von Einfacher Scherung senkrecht zum Schwerefeld der Erde
erm oglicht wird.
Winkler-Arndt (1998) hat in ihrer Diplomarbeit dargelegt, wie FDCON zu ver andern ist,
um einen Ein- bzw. Aus
uss am oberen Rand der Modellbox unter der Randbedingung
"
No Slip\ zu erm oglichen. Ihre Aussagen bzgl. des oberen Randes wurden auf den linken
Rand transformiert und in FDCON implementiert.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde vorwiegend Einfache Scherung simuliert, die eine horizon-
tal verlaufende Scherebene aufweist. Die senkrecht zu dieser stehenden R ander werden im
folgenden als
"
linker\ bzw.
"
rechter\ Rand und die parallel zu dieser verlaufenden R ander
als
"
oberer\ bzw.
"
unterer\ Rand bezeichnet.30 Physikalisches Modell
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Abbildung 2.3. Skizze der Modellbox im Falle Einfacher Scherung
Die Simulation von Einfacher Scherung mit periodischen Randbedingungen ist mit FDCON
durch die Vorgabe von kinematischen Randbedingungen an allen R andern realisierbar,
wobei im Falle von Einfacher Scherung (ohne Auftrieb) gilt
un;o = un;u = 0 un;l = un;r = u0
z
h
(2.17)
ut;o = u0 ut;u;l;r = 0: (2.18)
u Geschwindigkeit, n;t Index f ur Normal-, Tangentialgeschwindigkeit, o;u;l;r Index f ur oben,
unten, links und rechts
Diese Randbedingungen f uhren unter Verwendung von Gleichung 2.19 zu einer zur Schere-
bene quadratisch ansteigenden Stromfunktion. Diese wirkt sich nunmehr dahingehend aus,
dass die Matrix wie in Abbildung 2.3 geschert wird.
Die Vorgabe von diesen Geschwindigkeiten ist in der Grundversion von FDCON nur am
oberen, unteren und bedingt am rechten Rand gegeben. Die Implementierung dieser ki-
nematischen Randbedingungen am linken und rechten Rand kann durch die Methode der
aufgepr agten Stromfunktion (Enns, 2002) ohne groe Ver anderung an FDCON realisiert2.5 Einfache Scherung und Reine Scherung 31
werden. Das Verfahren erm oglicht es, an jedem beliebigen Gitterpunkt die Stromfunkti-
onswerte   und damit die Geschwindigkeiten ux = @ =@z und uz =  @ =@x vorzugeben.
Die Stromfunktion kann analytisch berechnet werden nach
  (x;z) =   (a;b) +
Z x
a
uz (x
;;b)dx
;  
Z z
b
ux (x;z
;)dz
;: (2.19)
  Stromfunktion, a;b Integrationspunkte, ux;uz Geschwindigkeitsverteilung in x;z-Richtung,
  (a;b) konstanter Verschiebungswert der Stromfunktion
Aus numerischen Gr unden m ussen die nach Gleichung 2.19, unter Ber ucksichtigung der
beiden Gleichungen 2.17, berechneten Stromfunktionswerte nicht nur an den jeweiligen
R andern aufgepr agt werden, sondern auch an den zwei n achsten jeweils in der Normalrich-
tung vom Rand entfernten Gitterpunkten6.
Dieses Verfahren der aufgepr agten Stromfunktion wird in jedem Zeitschritt angewendet,
wodurch die Simulation von Einfacher Scherung mit FDCON erm oglicht wird.
Vergleiche des auf diese Weise durch FDCON berechneten kompletten Stromfunktionsfeldes
mit dem der analytischen L osung (Glg. 2.19) weisen keine Dierenzen auf. Somit konnte
gezeigt werden, dass FDCON durch diese Erweiterung in der Lage ist, Einfache Scherung
im obigen Sinne zu simulieren.
2.5.2 Simulation Reiner Scherung
FDCON konnte bereits  uber Vorgabe entsprechender kinematischer Randbedingungen Rei-
ne Scherung (Glg. 2.20) simulieren
un;o = un;l = 0  un;u = un;r = u0 = konst: 6= 0 (2.20)
ut;o;u =
u0x
h
ut;l;r =  
u0z
h
+ u0:
6d.h. bei einem Gitter, welches aus (nx  nz) Gitterpunkten besteht, an den (Rand)punkten
Rx=1;nx;z=f1::nzg; Rx=2;nx 1;z=f1::nzg und Rx=3;nx 2;z=f1::nzg32 Physikalisches Modell
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Abbildung 2.4. Skizze der Modellbox im Falle Reiner Scherung
u Geschwindigkeit, n;t Index f ur Normal-, Tangentialgeschwindigkeit, o;u;l;r Index f ur oben,
unten, links und rechts
Das Verschiebungsfeld von Reiner Scherung besitzt zwei Symmetrieebenen. Aus diesem
Grund wird bei der Simulation mit FDCON nur ein Viertel des Verschiebungsfeldes be-
rechnet (Modellbox in Abb. 2.4).
2.5.3 Superpositionierung Einfacher und Reiner Scherung
Eine Superpositionierung von Einfacher und Reiner Scherung kann leicht realisiert werden,
wenn die kinematischen Randbedingungen f ur diese (Glg. 2.17 und Glg. 2.20) addiert wer-
den und mit Hilfe der Methode der aufgepr agten Stromfunktion FDCON unter Ausnutzung
von Gleichung 2.19 aufgepr agt werden.
2.6 Viskosit¨ atsgesetze
Liegt dem zu analysierenden Prozess eine por ose Matrix zugrunde, so ist es physikalisch
sinnvoll, in Gleichung 2.6 porosit atsabh angige Viskosit aten anstelle der intrinsischen Vis-2.6 Viskosit atsgesetze 33
kosit at zu verwenden. In FDCON sind sowohl die Scherviskosit at s als auch die Volumen-
viskosit at b eine Funktion der Porosit at ' (Schmeling, 2000; Kohlstedt et al., 2000) und
ggf. des Wassergehaltes cs (Hall und Parmentier, 2000).
2.6.1 Die effektive Scherviskosit¨ ats
Kohlstedt et al. (2000) geben f ur die Berechnung einer eektiven, porosit atsabh angigen
Scherviskosit at s aus der porosit atsunabh angigen intrinsischen Scherviskosit at m (T) fol-
gendes Gesetz an
s (T;') = m (T) e
 a1 ': (2.21)
a1 Konstante in einem Bereich von 26 45, m (T) temperaturabh angige intrinsische Schervisko-
sit at der Matrix, ' Porosit at.
In der Literatur variiert die Konstante a1 in einem Bereich von 26   45. Kohlstedt et al.
(2000) bestimmten a1 durch Deformationsexperimente im Labor an trockenen und was-
serhaltigen, synthetisch hergestellten Mantelgesteinen zu a1 = 28. Dies korrigierte den
von Kelemen et al. (1997) vorgeschlagenen Wert von a1 = 45, der aus einer Anpassung
der eektiven Viskosit at bei Dislokations- und Kriechexperimenten resultiert, etwas nach
unten. Neuere Laborexperimente an partiell geschmolzenen, wasserhaltigen Olivin-Basalt-
Aggregaten (2%  '  12%) von Mei et al. (2002) liefern f ur Diusionskriechen a1  26
und f ur Dislokationskriechen a1  31.
In dieser Arbeit wird der von Kohlstedt et al. (2000) bestimmte Wert von a1 = 28 ver-
wendet, da dieser sowohl f ur trockene, als auch wasserhaltige Medien gilt. Der Ein
uss
unterschiedlicher a1 auf die Kanalisierungsinstabilit at wird in Kapitel 6.2.1 untersucht.
2.6.2 Die effektive Volumenviskosit¨ at b
In vielen Segregationsmodellen wird der Volumenviskosit at keine groe Bedeutung zuge-
schrieben. Sie wird entweder v ollig vernachl assigt, oder ihr wird einfachheitshalber der34 Physikalisches Modell
Wert der eektiven Scherviskosit at beigemessen (McKenzie, 1984). Mittlerweile sind einige
Ver oentlichungen  uber die Bedeutung der Volumenviskosit at bez uglich der Segregation
erschienen, die zeigen, dass sie nicht vernachl assigt werden sollte (Sleep, 1988; Schmeling,
2000).
Es bietet sich an, mit Hilfe der numerischen Modellierung die diversen Annahmen  uber die
Volumenviskosit at im Rahmen dieser Arbeit zu testen. Die hier verwendete Namensgebung
der Viskosit atsmodelle beruht auf der jeweiligen Quelle der einzelnen Gesetze.
Modell McKenzie
In McKenzie (1984) wird die Volumenviskosit at b mit der eektiven Scherviskosit at s
gleichgesetzt. F ur FDCON w urde dies bedeuten
bmck (') = s (')
FDCON = me
 a1': (2.22)
a1 Konstante in einem Bereich von 26 45, s eektive Scherviskosit at, m intrinsische Schervis-
kosit at der Matrix, ' Porosit at.
Dieses Gesetz ber ucksichtigt Unterschiede, die zwischen Scher- und Volumenviskosit at auf-
grund der geometrischen Verteilung von Schmelzkan alen oder K ornern auftreten, nicht,
f uhrt aber, wenn die Porosit at gegen Null strebt, zu einem endlichen Wert der Volumen-
viskosit at. Im weiteren Vergleich mit den hier vorgestellten Rheologien und Parameterbe-
reichen weist dieses Gesetz der Volumenviskosit at die geringste Viskosit at zu.
Dennoch zeigt sich, dass bei Verwendung dieser Gesetzm aigkeit die Wachstumsrate der
Kanalisierungsinstabilit at am st arksten ist (Kapitel 3).
Modell Richardson
Richardson (1998) gibt f ur die Volumenviskosit at b folgende Gleichung an
brich (') = m ('0='): (2.23)2.6 Viskosit atsgesetze 35
m intrinsische Scherviskosit at der Matrix, '0 Hintergrundporosit at, ' Porosit at.
In diesem Gesetz wird der Volumenviskosit at eine eigene Porosit atsabh angigkeit zugeschrie-
ben. Allerdings geht die geometrische Verteilung der Schmelze nicht ein, weiterhin kann
die Volumenviskosit at gegen Unendlich streben, wenn die Porosit at gegen Null geht.
Hierbei sollte beachtet werden, dass es sich um eine eektive Volumenviskosit at handelt
und dass das Streben ins Unendliche physikalisch sinnvoll ist, da eine Pore in einem in-
kompressiblen Material durch allseitigen konstanten Druck nicht geschlossen werden kann.
Dies gilt aber nur f ur inkompressible Materialien. In der Realit at wird die Probe ab einem
gewissen Druck selbst nachgeben und somit einem Anwachsen der Volumenviskosit at ins
Unendliche entgegen wirken.
Modell Schmeling
Nach Schmeling (2000) kann die Volumenviskosit at b f ur isotrop verteilte Schmelzinklu-
sionen in erster N aherung aus der intrinsischen Scherviskosit at m berechnet werden
bschm (') = c1 m
c2   '
'
: (2.24)
m intrinsische Scherviskosit at der Matrix, c1; c2 Konstanten, ' Schmelzanteil
In einer Matrix mit schmelzgef ullten R ohren7 sowie elliptischen Schmelzeinschl ussen, die
ein Querschnittsverh altnis von ar = 0:1 aufweisen, k onnen die Konstanten c1 und c2 zu
c1 = 1:16 und c2 =
3
4  ar bestimmt werden (Schmeling, 1985).
In diesem Gesetz wird, im Gegensatz zu 2.23, die Geometrie der Schmelzinklusion und
deren Verteilung ber ucksichtigt jedoch kann dieses Gesetz ebenfalls wie in dem Modell
von Richardson (Glg. 2.23) f ur kleine Porosit aten eine gegen unendlich strebende Volu-
menviskosit at erzeugen. Wie im vorhergehenden Modell erl autert, wird dies im Falle von
kompressiblen Medien aber nicht eintreten.
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Die vorgestellten Rheologien gehen innerhalb des physikalischen Ger ustes der Kanalisie-
rungsinstabilit at vorwiegend nur in ihren Grundzust anden ein. Lediglich der Vorfaktor der
Porosit atsabh angigkeit der Scherviskosit at (a1 Faktor, Glg. 2.21) wirkt sich auf die Wachs-
tumsrate aus. Eine weiterf uhrende Diskussion dieses Sachverhaltes erfolgt in Kapitel 3.
2.6.3 Der Einuss von Wasser auf die Rheologie
Wie in der Einleitung beschrieben, soll der Ein
uss von Wasser auf die Kanalisierungsin-
stabilit at untersucht werden.
Dieser Ein
uss wird in FDCON durch eine wasserabh angige intrinsische Matrixviskosit at
w realisiert (Hall und Parmentier, 2000).
Sie ist gegeben durch
w =
cs0
cs
m: (2.25)
w wasserabh angige intrinsische Matrixviskosit at, cs0 minimale Wasserkonzentration, ab der von
einer wasserhaltigen Matrix gesprochen werden kann, cs Wasserkonzentration der Matrix, m
intrinsische Matrixviskosit at
cs0 stellt die minimale Wasserkonzentration dar, ab der Gleichung 2.25 gilt, also eine Ma-
trix als
"
nass\ angesehen werden kann. Hall und Parmentier geben cs0 mit 10 ppm H/Si
an. Dieser Wert deckt sich mit den von Karato (2003) angegebenen Schranken der Wasser-
konzentration eines "trockenen\ Olivins (1   10 ppm H/Si) unter Manteltemperatur- und
-druckbedingungen.
Dementsprechend werden die intrinsische Viskosit at und alle von ihr abh angigen Visko-
sit aten aufgrund von Wasser um log(cs=ppm) 1 Gr oenordnungen erniedrigt. Die weiteren
Auswirkungen von Wasser auf die Kanalisierungsinstabilit at werden in Kapitel 4 eingehend
behandelt.2.7 Die Permeabilit ats-Porosit atsbeziehung 37
2.7 Die Permeabilit¨ ats-Porosit¨ atsbeziehung
Die Permeabilit at h angt entscheidend von der Form, Gr oe und Anordnung der K orner ab.
So kann z.B. ein Sandstein durch ein Modell aus verdichteten Sph aren beschrieben werden,
w ahrend ein vulkanisches Gestein eher durch isotrop verteilte, d unne Kan ale beschrieben
wird (Turcotte and Schubert, 2002). Turcotte und Schubert weisen jedoch darauf hin, dass
sich die meisten theoretischen Modelle nur um Vor- und Geometriefaktoren unterscheiden.
Verallgemeinert kann die Permeabilit at aus der Porosit at nach
k' =
a2
b
'
n (2.26)
a Korngr oe, b = 100   3000, n  2 Geometriefaktoren
berechnet werden, wenn angenommen wird, dass die eigentlich anisotrop verteilten Schmelz-
einschl usse ein r ohrenf ormiges Kanalnetzwerk ausbilden, welches entlang von Korngrenzen
verl auft und sich in Kornzwickeln trit und weiterhin angenommen werden kann, dass
die Matrix aus regelm aigen symmetrischen K orner gleicher Gr oe besteht (Faul, 1997;
Turcotte and Schubert, 2002).
In der Literatur variiert b in einem Bereich von 100 3000. Weiterhin wird angegeben, dass
n  ublicherweise  uber 2 liegt. In Turcotte und Schubert ist f ur die oben beschriebene, ver-
einfachte Geometrie (Kanalnetzwerk) n = 2 und b = 72 zu nden. Werden Schmelzlme,
welche  uber das gesamte Korn verlaufen, anstelle dieses Kanalnetzwerkes angenommen, so
gibt Schmeling (2000) n = 3 und b = 648 an. Faul (1997) weist weiter darauf hin, dass,
wenn die Verbundenheit der Schmelzkan ale mit steigender Porosit at zunimmt, auch h ohere
Werte f ur n angenommen werden k onnen.
In dieser Arbeit werden n = 3 und b = 648 (Schmeling, 2000), sowie eine Korngr oe von
a = 10 3 m verwendet (Turcotte and Schubert, Rabinowicz und Vigneresse (2004)).38 Physikalisches Modell
2.8 Die Kompaktionsl¨ ange und -zahl
2.8.1 Die Kompaktionsl¨ ange
Mit Hilfe der von McKenzie (1984) eingef uhrten Kompaktionsl ange c k onnen 
uiddyna-
mische Prozesse charakterisiert und L angen ggf. normiert werden.
Die Kompaktionsl ange c ist wie folgt deniert
c =
s
k'
 
b +
4
3 s

f
: (2.27)
k' porosit atsabh angige Permeabilit at, b;s eektive Volumen-, Matrixviskosit at, f Schmelzvis-
kosit at
Die physikalische Bedeutung der Kompaktionsl ange kann qualitativ folgendermaen be-
schrieben werden:
Findet innerhalb einer por osen Matrix ein Netto-Ausstrom einer Fl ussigkeit (z. B. Schmel-
ze) statt, so wird die Matrix an einer impermeablen Schicht kompaktieren. Bedingt durch
die h ohere Au
ast, kompaktieren Bereiche, die n aher an der impermeablen Schicht liegen,
st arker als solche, die sich weiter entfernt benden.
Eine Analyse der unterschiedlichen Kompaktionsraten zeigt, dass der Abfall der Kompak-
tionsrate zu h oher liegenden Schichten exponentiell ist. Dieser Gradient deniert die Kom-
paktionsl ange c, die so den Abstand zwischen der Kompaktionsrate an der impermeablen
Schicht und deren e-tem Teil angibt.
Eine eektive Schmelzsegregation ndet nur dann statt, wenn c klein ist, folglich sich der
Porenraum beim Verlassen der Schmelze entsprechend schlieen kann, da keine partiell
gef ullten Porenr aume entstehen d urfen. Entsprechendes gilt f ur den umgekehrten Fall.2.9 Normierung 39
2.8.2 Die Kompaktionszahl
Die Motivation der Einf uhrung der Kompaktionszahl
& = 
 1
c ; (2.28)
die als der reziproke Wert der Kompaktionsl ange c deniert ist, liegt darin, dass die
Kompaktionszahl & die gleich Dimension wie die Wellenzahl k aufweist, und somit leicht
Vergleiche zwischen der Kompaktionszahl und der Wellenzahl durchgef uhrt werden k onnen.
2.9 Normierung
Die Modelle werden  ublicherweise normiert, hierdurch werden sie vergleichbar und k onnen
einfach auf beliebige Mast abe umskaliert werden. In dieser Arbeit bietet sich die nachfol-
gende Normierung an8 (gestrichene Gr oen = dimensionslose Gr oen)
x = hx
0 ~ u = h_ "0~ u
0 t =
1
_ "0
t
0  = _ "0
0 (2.29)
 = 0
0  = 0 _ "0
0 P = 0 _ "0P
0   = _ "II 
0:
h Schichtdicke (Skalierungsl ange),  Wachstumsrate (Glg. 3.8 und Glg. 3.9), _ "0 Skalierungs-
dehnungsrate, 0 Skalierungsviskosit at,   Wirbelst arke (Glg. 2.36), _ "II Zweite Invariante des
Dehnungsratentensors (Glg. 2.36)
Diese Normierung, angewendet auf die Impulserhaltungsgleichung der Schmelze (Glg. 2.4,
~ rP ist ersetzt durch Glg. 2.5), resultiert in
~ u
0
f   ~ u
0
s = AZ (1   ')i3  
1
Rtn
'
n 1@0
ij
@x0
j
; (2.30)
8Die hier verwendete Normierung unterscheidet sich von der Normierung des Programms FDCON. Die
in FDCON verwendete Normierung ist in Schmeling (2000, Kap. 3.2.5) zu nden.40 Physikalisches Modell
sowie f ur die Impulserhaltungsgleichung der Matrix (Glg. 2.5) in
AZ Rtn '
ni3  
1
_ "0h
~ r
0 P +
@0
ij
@x0
j
= 0; (2.31)
wobei gestrichene Gr oen nicht-dimensionierte Gr oen sind.
Hierdurch ergeben sich zwei dimensionslose Gr oen, Rtn und AZ
2.9.1 Die Schmelz-Retentionzahl Rtn
Die Schmelz-Retentionzahl Rtn gibt an, wie stark die Schmelze beim Durch
uss durch die
Matrix behindert wird
Rtn =
f bh2
0 a2 : (2.32)
2.9.2 Die Aufstiegszahl AZ
Die Aufstiegszahl AZ ist ein Ma daf ur, wie gut die Schmelze im Schwerefeld der Erde zu
perkolieren/segregieren vermag im Verh altnis zur Dehnungsrate
AZ =
k'0g
'0f h _ "0
: (2.33)
 Dichtekontrast zwischen Schmelze und Matrix
2.9.3 Die Wellenzahl k0
Die Wellenzahl k wird, da allen numerischen Experimenten ein quadratisches Auswertege-
biet zugrunde liegt (h  h), wie folgt deniert
k =
2

=
2p
h
: (2.34)
 Wellenl ange, p Perioden pro Box, h Schichtdicke (Skalierungsl ange)2.10 Die Wirbelst arke 41
Die Normierung der Wellenzahl erfolgt mit der Kompaktionsl ange c;rheo
k
0
rheo = kc;rheo: (2.35)
Hierbei ist zu beachten, dass in dieser Arbeit verschiedene Rheologien f ur die Volumenvisko-
sit at verwendet werden und deswegen die jeweils zugeh orige Volumenviskosit atsrheologie
bei der Berechnung der Kompaktionsl ange ber ucksichtigt werden muss. Weiterhin wird,
um eine porosit atsunabh angige Skalierung zu erhalten, bei der Berechnung der Kompakti-
onsl ange eine Referenzporosit at von '0 = 3% verwendet. F ur eine bessere Kennzeichnung
werden bei den nachfolgenden Angaben der Kompaktionsl angen die Rheologiek urzel, wel-
che in den Gleichungen 2.22 bis 2.24 verwendet werden, mitangegeben. Sollte diese Angabe
fehlen, dann ist die Rheologie von McKenzie (1984) zu verwenden. Weiterhin f allt bei der
Berechnung der Kompaktionsl ange unter den Bedingungen der CBA (Kap. 2.3) die Scher-
viskosit atsabh angigkeit weg. Liegt dieser Fall vor, so ist dem Rheologiek urzel zus atzlich
CBA angeh angt.
Auerdem gilt, dass Wellenzahlen stets senkrecht zur maximalen Kompressionsspannung
angegeben werden und im nachfolgenden Text immer die normierte Wellenzahl gemeint
ist, weshalb aus stilistischen Gr unden oftmals nicht mehr darauf hingewiesen wird.
2.10 Die Wirbelst¨ arke
Durch die dimensionslose kinematische Wirbelst arke  0 ("vorticity\) kann der Anteil von
Einfacher zu Reiner Scherung eines Deformationszustandes ausgedr uckt werden. Sie ist in
einem rechtsdrehenden Koordinatensystem deniert als (Means et al., 1980)
 
0
21 =
 21
_ "II
=
rot~ u
q
2ij _ "2
ij
2D z}|{
=
~ e3
 
@uz
@x   @ux
@z

q
2ij _ "2
ij
=
~ e3 (uzx   uxz)
_ "II
(2.36)42 Physikalisches Modell
bzw.
 
0
12 =
 12
_ "II
=
~ e3 (uxz   uzx)
_ "II
: (2.37)
~ e3 Einheitsvektor in z-Richtung, _ "II Zweite Invariante des Dehnungsratentensors
Aus dieser Denition folgt
j 
0j =
8
> > > > > > > > > > > > <
> > > > > > > > > > > > :
0 Reine Scherung
0 < 1 Superpositionierung Einfacher und Reiner Scherung
1 Einfache Scherung
> 1 Wirbelst arke ist gr oer als die Dehnungsrate
1 "rigid-body\ Rotation
(2.38)
(2.39)
sowie
 
0
12 < 0  
0
21 > 0 linksdrehend (2.40)
 
0
12 > 0  
0
21 < 0 rechtsdrehend. (2.41)KAPITEL 3
Die Kanalisierungsinstabilit at
Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung der Bildung und des Wachs-
tums von Kan alen in einer schmelzgef ullten Matrix unter verschiedenen Spannungszust an-
den. Wird solch ein Zweiphasensystem, bestehend aus einer hochviskosen, deformierbaren
Matrix und einer niederviskosen Schmelze, einer zweidimensionalen Deformation ausge-
setzt, tritt ein sich selbst verst arkender Prozess, die Kanalisierungsinstabilit at, auf. Dieser
Prozess der Bildung eines Kanals und dessen Wachstum k onnen quantitativ f ur den Fall
Reiner Scherung folgendermaen verdeutlicht werden:
F ur die Hintergrunddeformierung (Reine Scherung) gilt
_ "xx =  _ "zz = _ "0 = konst: > 0: (3.1)
Unter Vernachl assigung von Gravitation, Ober
 achenspannungen zwischen Schmelze und
Matrix und Variationen in z-Richtung und wenn keine Schmelzmigration stattndet, ergibt
sich aus einem Kr aftegleichgewicht, dass die Normalspannung xx konstant ist (Stevenson,
1989),
xx =  P + 2 _ "0 (3.2)
P Druck,  Scherviskosit at der Matrix, _ "0 Dehnungsrate
Unter der Annahme kleiner Porosit atsvariationen in x-Richtung, mit '1 und '2 zweier un-
terschiedlicher, aneinander grenzender Porosit atsgebiete (OBdA '1 < '2), folgt aus Glei-
chung 2.21 (S. 33), dass in den beiden Gebieten die Viskosit at
1 ('1) > 2 ('2) (3.3)
herrscht. Aufgrund dieser Ungleichung folgt f ur die deviatorische Spannung
xx = xx + P = 2 _ "0 ! 1xx > 2xx; (3.4)44 Die Kanalisierungsinstabilit at
also
21 _ "0 = 1xx + P1 > 2xx + P2 = 22 _ "0: (3.5)
Unter der Nebenbedingung, dass die Normalspannung xx an der Grenz
 ache zwischen
Schmelze und Matrix stetig ist (Stevenson, 1989)
1xx = 2xx; (3.6)
ergibt sich, damit diese Randbedingung erf ullt wird, dass sich, da in den beiden Gebieten
die gleiche Dehnungsrate herrscht, der Druck entsprechend anpassen muss, also
P1 > P2: (3.7)
Der hierdurch entstehende Druckgradient dr uckt die Schmelze von Gebiet 1 in das Ge-
biet 2. Dies f uhrt zu einer weiteren Erh ohung des Porosit atsgef alles zwischen diesen beiden
Regionen und so zu einem sich selbst verst arkenden Prozess.
Dieser qualitativ erl auterte und in Abbildung 3.1 skizzierte Prozess kann quantitativ durch
eine 1D lineare Stabilit atsanalyse, welche im Detail im Anhang C durchgef uhrt ist, beschrie-
ben werden. Das Resultat dieser Analyse ist, dass die normierte Wachstumsrate 0 f ur eine
1D sinusf ormige St orung gegeben ist durch

0 =

_ "0
=
2a1 (1   '0)
k'
f s0k2
1 +
 
b0 +
4
3s0
 k'
f k2 =
2a1 (1   '0)
k'
f s0k2
1 + 2
c0;rheok2 : (3.8)
'0 Hintergrundporosit at, k'0 Hintergrundpermeabilit at,
f0;b0;s0 Hintergrund(schmelz-, volumen-, matrix-)viskosit at, _ "0 Hintergrunddehnungsrate,
a1 Kohlstedtfaktor, k dimensionierte Wellenzahl, c0;rheo Rheologie abh angige Kompaktionszahl
Gleichung 3.8 ist unter Vernachl assigung des Terms (1   '0) mit der von Stevenson (1989,
Glg. 13) angegebenen Wachstumsrate identisch.45
Abbildung 3.1. Schematische Darstellung der Kanalisierungsinstabilit at
Wird die in FDCON implementierte CBA bei der linearen Stabilit atsanalyse ber ucksichtigt,
so  andert sich der Nenner der Gleichung 3.8 geringf ugig, und die normierte Wachstumsrate
0
CBA ergibt sich zu

0
CBA =
CBA
_ "0
=
2a1 (1   '0)
k'
f s0k2
1 + b0
k'
f k2 =
2a1 (1   '0)
k'
f s0k2
1 + 2
c0;rheocbak2 : (3.9)
In Abbildung 3.2 ist der Kurvenverlauf der beiden Wachstumsraten exemplarisch unter
Anwendung der Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22) dargestellt.
F ur Wellenzahlen k0
rheo < 1 verlaufen die beiden L osungen (Glg. 3.8 und Glg. 3.9) parallel
und steigen mit zunehmendem k0
rheo quadratisch an. Ab Wellenzahlen k0
rheo  1 beginnt das
quadratische Anwachsen der Wachstumsrate abzufallen, bis f ur Wellenzahlen, die ungef ahr
eine Gr oenordnung gr oer sind (k0
rheo  1), in beiden F allen unterschiedliche konstante
Wachstumsraten mit 0 < 0
CBA = O(a1) erreicht werden.46 Die Kanalisierungsinstabilit at
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Abbildung 3.2. Exemplarischer Verlauf der normierten Wachstumsrate 0in Abh angigkeit
der normierten Wellenzahlen k0
mck und k0
mckcba
Wachstumsrate ohne CBA Wachstumsrate mit CBA
Parameter der Kurvenberechnung (Glg. 3.8, Glg. 3.9):
a1 = 28 '0 = 3:0% k' = 4:1  10 14 m2
f = 0:77 Pas s0 = b0 = 4:3  1014 Pas _ "0 = 10 10 s 1
Aus den Gleichungen 3.8 und 3.9 und der Abbildung 3.2 geht hervor, dass f ur k0
rheo  1
die Wachstumsraten eine identische Steigung aufweisen und wenn anstelle der intrinsischen
Volumenviskosit at b0 in Gleichung 3.9 eine eektive Volumenviskosit at
beff = b0 +
4
3
s0 (3.10)
benutzt wird, diese beiden Kurven exakt aufeinander zu liegen kommen.
Ein weiterer Eekt stellt sich ein, wenn sehr kleine Wellenzahlen untersucht werden. Dann
kann der Nenner aus Gleichung 3.8 und 3.9 vernachl assigt werden, und die Wachstumsrate
ist lediglich vom Z ahler abh angig. Dies bedeutet ebenfalls dass, da die Anwendung der
CBA im Rahmen der Wachstumsrate nur den Nenner beein
usst, dieser vernachl assigt
werden kann und folglich die von Schmeling (2000) eingef uhrte Erweiterung der BA, die
CBA, bei groskaligen Problemen, wie Mantelkonvektion, anwendbar ist. Dadurch kann3.1 Der Ein
uss der Rheologie auf die Kanalisierungsinstabilit at 47
die signikante Segregation/Perkolation der Schmelze, welche durch die Kompaktion der
Matrix hervorgerufen wird, zus atzlich zu der durch den Auftrieb der Schmelze entstehenden
Str omung, ber ucksichtigt werden.
3.1 Der Einuss der Rheologie auf die Kanalisierungsinstabilit¨ at
Aus der linearen Stabilit atsanalyse geht hervor, dass lediglich die Rheologien des Grund-
zustandes in der L osung der Kanalisierungsinstabilit at auftreten (Anhang C). Weiterhin
ergibt sich, dass aufgrund der Linearisierung nur die '-Abh angigkeit der Scherviskosit at
 
 1
s
@s
@'
 
 = a1 in die Gleichung der Wachstumsrate (Glg. 3.8) eingeht, w ahrend die der
Volumenviskosit at keinen weiteren Ein
uss auf die Kanalisierungsinstabilit at nimmt. Au-
erdem ist aus Gleichung 3.8 ersichtlich, dass f ur groe Wellenzahlen

0
k& 
2s0
b0 + 4
3s0

 

 1
s
@s
@'

 
 =
2s0
b0 + 4
3s0
a1 (3.11)
gilt. Aufgrund der hier vorgestellten Rheologien ergibt sich bei der von McKenzie vorge-
schlagenen Rheologie der Volumenviskosit at (Glg. 2.22) f ur groe Wellenzahlen eine maxi-
male Wachstumsrate

0
max =
6
7
a1  O(a1): (3.12)
Sollte jedoch die Volumenviskosit at b0 < 2
3s0 werden, dann w urde sich f ur groe Wellen-
zahlen nach Gleichung 3.8 eine Wachstumsrate 0 > a1 einstellen.
Rein physikalisch ist f ur kleine Porosit aten eine Volumenviskosit at, die kleiner ist als die
Scherviskosit at, unrealistisch, da der Schermodul eines Stoes i.A. geringer ist als des-
sen "Bulk\-Modul. Aus diesem Grund w are eine physikalisch sinnvolle Untergrenze der
Volumenviskosit at ihr Gleichsetzen mit der Scherviskosit at, so wie es McKenzie (1984) an-
gewendet hat. Alle anderen in Kapitel 2.6 vorgestellten Rheologien f uhren zu einer weitaus
gr oeren Volumenviskosit at als die der Scherviskosit at und damit zu einer Abschw achung
der Kanalisierungsinstabilit at. Dieser beschriebene Eekt der unterschiedlichen Rheologien48 Die Kanalisierungsinstabilit at
f ur die Volumenviskosit at ist deutlich in Abbildung 6.2 (S. 73) zu erkennen. Die dunkelrote
Kurve (Rheologie von McKenzie) liegt  uber allen anderen theoretischen Kurven.
Die Bestimmung der Volumenviskosit at eines Materials ist bis heute nur sehr schwer
m oglich und mit vielen Fehlern behaftet. Durch die Ber ucksichtigung der realen Bildungs-
zeit von Kan alen und ferner dadurch, dass die Volumenviskosit at lediglich im Grundzustand
in die Theorie der Kanalisierungsinstabilit at eingeht, best unde meiner Meinung nach eine
Nebenbedingung f ur die Gr oenordnung der Volumenviskosit at, insofern sich keine ande-
ren Kanalisierungsinstabilit aten, wie z.B. die des chemisch-reaktiven Flusses, mit der hier
untersuchten  uberlagern. Eine sehr viel gr oere Volumenviskosit at als die Scherviskosit at
ist unrealistisch, da sonst die Wachstumsrate zu stark abnimmt (Glg 3.11), um realistische
Aufstiegszeiten f ur die Schmelze zu erhalten.
Im Falle von kleinen Porosit aten tritt ein abgeschw achtes Wachstum von Kan alen auf, bis
hin keinerlei Wachstum bei ' = 0. Dieses Verhalten wird unabh angig von der Rheologie-
wahl der Volumenviskosit at durch die gegen Null strebende Permeabilit at verursacht.
3.2 Die Kanalisierungsinstabilit¨ at bei großen Wellenzahlen
Die Theorie von Stevenson (1989) zeigt, dass die Wachstumsrate f ur groe Wellenzahlen
konstant ist, d.h. nicht wieder abf allt. Dies f uhrt dazu, dass sich alle Wellenzahlen, welche
gr oer als eine kritische Wellenzahl k0
kri sind, gleich stark verst arken. Diese gleichm aige
Verst arkung ist allerdings physikalisch nicht sinnvoll; zumindestens, wenn die Wellenl ange
Korngr oe erreicht, muss ein Abfall der Wachstumsrate eintreten. Abgesehen von dieser
nat urlichen Grenze, sollte f ur die Wellenzahl eine obere Grenze, die zwischen k0
kri und
k0
korn liegt, bestehen, bei der ein fr uhzeitiger Abfall der Wachstumsrate eintritt. Ein Grund
hierf ur ist, dass z.B. bei den Feldbeobachtungen am Oman Ophiolite von Kelemen et al.
(2000, Absatzmarke 25 und Abb. 7) keine d unneren Dunitkan ale als  0:01 m gefunden
wurden.3.2 Die Kanalisierungsinstabilit at bei groen Wellenzahlen 49
Derzeit stehen zwei Theorien zur Diskussion, die solch eine Grenze in die Physik der Ka-
nalisierungsinstabilit at einzu
echten versuchen. Die eine wird von Hall und Parmentier
(2000) vorgeschlagen, setzt allerdings das Vorhandensein von Wasser sowie ein stetiges
Aufschmelzen der Matrix voraus. In ihrer Theorie wird in der Erhaltungsgleichung des
Wassers (Glg. 4.1) ein diusiver Term ber ucksichtigt.
Hierdurch und unter Ber ucksichtigung einer Aufschmelzrate @'=@t, wird ein der Wachs-
tumsrate entgegengesetzter Prozess induziert, der ein Anwachsen von Kan alen unterdr uckt.
Hall und Parmentier (2000) beschreiben diesen Prozess quantitativ dadurch, dass ab ei-
ner bestimmten Wellenzahl die Diusion von Wassermolek ulen gr oer werden kann als
der Transport von Wasser mit der Schmelze werden kann. Hierdurch hat Wasser, welches
eigentlich aus der Region mit dem geringeren Schmelzanteil wegtransportiert wird, die
M oglichkeit, wieder in diese zur uck zu diundieren und somit eine erneute Erweichung
dieser Region herbeizuf uhren, wodurch sich die Wachstumsrate erniedrigt. Nach Gleichung
12 aus Hall und Parmentier setzt dieser Prozess ab einer Wellenzahl von
khall 

'H2O2
c;mck

 1=4
(3.13)
' Porosit at, H2O Diusionskoezient f ur Wasser, c;mck Kompaktionsl ange nach McKenzie, 
Aufschmelzrate
ein. Eine genauere Analyse dieses Prozesses ist in Kapitel 4.2 gegeben.
Einen anderen Weg, der auch f ur eine trockene Matrix angewendet werden kann, schla-
gen Rabinowicz und Vigneresse (2004) vor. In ihrer Theorie, bei der f ur die Impulserhal-
tungsgleichung der Matrix eine visko-plastische Rheologie zur Anwendung kommt, wird in
der Impulserhaltungsgleichung der Schmelze ein zus atzlicher Term ber ucksichtigt, der die
Partitionierungs-Ober
 achenenergie zwischen Schmelze und Matrix darstellt. Dieser Term
wurde von ihnen eingef uhrt, da die Erzeugung von vielen d unnen im Gegensatz zu einigen
dickeren Kan alen, die den gleichen Schmelzdurchsatz wie erstere aufweisen, mehr Ener-
gie kostet und dadurch energetisch ung unstiger ist. Infolgedessen bevorzugt das System50 Die Kanalisierungsinstabilit at
dickere Kan ale, und es kommt zu einem Abfallen der Wachstumsrate bei Wellenzahlen
k, die gr oer als die Kompaktionszahl & sind. Diese Ober
 achenenergie ist gegeben durch
(Bercovici und Karato, 2003, letzter Summand der Glg. 17)
! [Pr' + r()]: (3.14)
! = ' Ober
 achenenergiepartitionierungsfunktion (Annahme von Rabinowicz und Vigneresse
(2004)),  Ober
 achenspannung,
 = 0'a (1   ')
b porosit atsabh angige Ober
 ache pro Volumen (a;b  1)
Allerdings vernachl assigten Rabinowicz und Vigneresse diesen Eekt bei ihrer analyti-
schen L osung der Kanalisierungsinstabilit at wieder, da bei einer Betrachtung kleiner Poro-
sit atsperturbationen die Energieein
 usse nur zweiter Ordnung sind, wobei sie jedoch dar-
auf hinweisen, dass dadurch eine  Ubersimplizierung des Gesamtprozesses erfolgt. Diese
 Ubersimplizierung f uhrt aber wiederum dazu, dass ihre Analyse ebenfalls eine Wachstums-
rate, die proportional zu ak2=(1 + bk2) ist, liefert. Trotzdem sind sie der Meinung, dass die
Energie an den Grenz
 achen gr oerer Perturbationen, aufgrund der Viskosit atsunterschiede
zwischen der Matrix und der Schmelze, erheblich ist und zu dem besagten Abfall der Wachs-
tumsrate f uhren sollte.KAPITEL 4
Wasser in FDCON
In der Einleitung (Kap. 1.4) wurde eingehend auf den physikalischen Ein
uss von Was-
ser, welches im oberen Mantel gel ost ist, eingegangen. So gehen Ringwood (1975), Ahrens
(1989) und Peacock (1990) auf die Herkunft des im Mantel gel osten Wassers ein; des-
sen m ogliche Verteilung untersuchen Thompson (1992), Sobolev und Chaussidon (1995),
Bolfan-Casanova et al. (2000) und Murakami et al. (2002). Den Ein
uss des Wassers auf die
Rheologie analysieren Hirth und Kohlstedt (1996), Hall und Parmentier (2000), Bercovici
und Karato (2003) und Hofmann (2003), um f ur jedes Teilgebiet nur einige zu nennen.
Im vorliegenden Kapitel wird n aher auf die geodynamischen Gleichungen bez uglich des
Wassers und deren Implementierung in FDCON eingegangen, sowie auf deren Ein
uss auf
die Kanalisierungsinstabilit at.
4.1 Die Erhaltungsgleichung f¨ ur das Wasser
Hall und Parmentiers (2000) erste Gleichung beschreibt die vollst andige Erhaltungsglei-
chung1 f ur Wasser unter geodynamischen Gesichtspunkten. Sie ist gegeben durch
@
@t
('cf + (1   ')cs) =  ~ r( 'H2Orcf + 'cf~ uf + (1   ')cs~ us): (4.1)
cf;s Wasserkonzentration in der Schmelze bzw. Matrix, ' Porosit at, ~ uf;s Geschwindigkeit der
Schmelze bzw. Matrix, H2O Diusionskoezient f ur Wasser
Gleichung 4.1 beschreibt den Transport von Wasser, welches in der Matrix und der Schmel-
ze gel ost ist, aufgrund von Advektion des Gesamtsystems, Segregation der Schmelze, sowie
die Diusion von Wasser in der Schmelze.
1ber ucksichtigt nicht die Generation oder Kristallisation von Schmelze52 Wasser in FDCON
4.1.1 Der Partitionskoefzient von Wasser
Durch die Einf uhrung des Partitionskoezienten D (Shaw, 1970) kann einer der beiden
Wassergehalte in Gleichung 4.1 durch den anderen ersetzt werden. F ur die relative Kon-
zentration eines Stoes in einer Phase gilt
cf =
c0
D(1   ') + '
=
cs
D
(4.2)
mit
D =
cs
cf
; (4.3)
dem Partitionskoezienten.
Er gibt an, wie kompatibel ein Sto (Wasser) gegen uber zwei Komponenten (hier: Ma-
trix und Schmelze) ist. Liegt D unterhalb von 1, so ist der Sto gegen uber der im Z ahler
stehenden Komponente inkompatibel. Inkompatibilit at bedeutet in diesem Falle, dass die
Konzentration des Stoes in der entsprechenden Komponente abnimmt und infolgedessen
die Konzentration in der zweiten beteiligten Komponente zunimmt. F ur die zwei Kompo-
nenten Matrix und Schmelze liegt der Partitionskoezient f ur Wasser bei D = 0:01 (Hirth
und Kohlstedt, 1996).
4.2 Der Einuss von Wasser auf die Kanalisierungsinstabilit¨ at
Wie in der Einleitung erw ahnt und in Kapitel 3 gezeigt, weisen Kan ale, deren Wellenzahl
gr oer als die Kompaktionszahl & ist, eine konstante Wachstumsrate auf (0 (k  &) = konst:).
Hall und Parmentier (2000) konnten jedoch unter Ber ucksichtigung von Wasser einen Abfall
der Wachstumsrate bei groen Wellenzahlen k  & erfolgreich in die Theorie implementie-
ren:
Ihrer Meinung nach sollte die Diusion von Wasser innerhalb der Schmelze bei Wellen-
zahlen k  & schneller ablaufen als die Advektion des gel osten Wassers mit ihr. Hierdurch4.2 Der Ein
uss von Wasser auf die Kanalisierungsinstabilit at 53
k onnte innerhalb entsprechend kleiner Skalen Wasser, welches sich in Zonen erh ohter Poro-
sit at bendet, zur uck in Zonen erniedrigter Porosit at diundieren. Dort verursacht dieses
zus atzliche Wasser in der Schmelze ein Ungleichgewicht zwischen der Wasserkonzentration
der Schmelze und der Matrix, was zur Folge hat, dass die Schmelze Wasser an die Matrix
abgibt und diese somit erweicht.
Nach ihrer Analyse tritt durch diesen Eekt eine maximale Wachstumsrate bei khall 
('H2O2
c=)
 1=4 (Glg. 3.13) auf. Dieser Abfall der Wachstumsrate bei groen Wellenzah-
len kann mit FDCON nicht nachgewiesen werden, da zum einen die Implementierung der
Wassererhaltungsgleichung davon ausgeht, dass die Diusion von Wasser wesentlich lang-
samer abl auft als die hier beobachteten Prozesse (Abb. 2.1) und sie aus diesem Grund im
Rahmen dieser Arbeit vernachl assigt werden kann, und zum anderen k onnen mit FDCON
aus numerischen Gr unden solch groe Wellenzahlen ab denen die Diusion eine Rolle spielt,
nicht simuliert werden.
Jedoch kann ein weiterer Eekt von Wasser im Zusammenhang mit der Kanalisierungsin-
stabilit at beobachtet werden. Da Wasser die intrinsische Viskosit at herabsetzt, die Insta-
bilit at jedoch um so eektiver wirkt, je h arter die Matrix ist, kommt es bei nassen Medien
zu einer Abschw achung der Kanalisierungsinstabilit at (Abb. 4.1, Abb. 6.2, S. 73).
Die zu erwartende Porosit at f ur oberes Mantelgestein liegt bei 2 7% (Seyler et al. (2001)
2%, Dick (1977) 6 7%). Aus diesem Grund wurde f ur die Veranschaulichung dieses Eekts
ein initiales Porosit atsfeld von '0 = 3% mit einer Porosit atsst orung von ' = 0:25%
gew ahlt (Abb. 4.1.a). Die weiteren Parameter dieses Versuches sind h = 1000 m, b =
648, a = 0:001 m, 0 = 1015 Pas und f = 0:77 Pas, wodurch sich ein Rtn = 0:5
ergibt (Die Referenzen zu diesen Werten sind im Anhang A.2 zu nden). Weiterhin wurde
ohne Auftrieb (AZ = 0) und mit der Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22) gerechnet.
Die kinematischen Randbedingungen sind so gew ahlt, dass Einfache Scherung mit einer
Dehnungsrate von _ "xz = 10 10 s 1 simuliert wird.
Um den Eekt des Wassers hervorzuheben, wurde eine initiale Wasserverteilung, wie sie
in Abbildung 4.1.b zu sehen ist, verwendet. Die linke Seite weist eine Wasserkonzentration54 Wasser in FDCON
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Abbildung 4.1. Porosit ats- und Wasserverteilung am Beispiel eines Scherdehnungsexperi-
mentes FILE01b
von 10 ppm H/Si auf, was mit cs0 = 10 ppm H/Si zu keiner Erniedrigung der intrinsischen
Viskosit at f uhrt, w ahrend der rechte Teil eine Wasserkonzentration von 130 ppm H/Si
aufweist, was in einer Senkung von m von mehr als eine Gr oenordnung resultiert.
Deutlich erkennbar ist, dass sich in den wasserarmen Regionen ( 10 ppm H/Si, roter
Bereich in Abb. 4.1.d) nach einer Scherdehnung von "xz  0:8 gut ausgepr agte Kan ale
(max. Amplitude 15%) ausgebildet haben, w ahrend sich in dem Bereich, in dem viel Was-
ser ( 200 ppm H/Si, gr un-blauer Bereich in Abb. 4.1.d) vorhanden ist, zwar ebenfalls
Kan ale ausbilden, diese aber sehr viel schw acher ausfallen (max. Amplitude  5%). Diese4.2 Der Ein
uss von Wasser auf die Kanalisierungsinstabilit at 55
unterschiedlichen Wachstumsraten beruhen auf der Art und Weise, wie Wasser Ein
uss auf
das Gesamtsystem nimmt. Nach der hier verwendeten Methode (Glg. 2.25) nimmt Was-
ser lediglich Ein
uss auf die intrinsische Viskosit at der Matrix. Wird nun die Viskosit at
aufgrund von Wasser herabgesetzt, folgt, dass sich auch die Wachstumsrate erniedrigt.
Dementsprechend wirkt die Kanalisierungsinstabilit at bei Wellenzahlen k  & um so eek-
tiver, je trockener ein Medium ist. Bei Wellenzahlen k > & tritt dieser Eekt nicht auf, da
sich die Viskosit atsabh angigkeit herausk urzt und wie gezeigt (Kap. 3.1) die Wachstumsrate
  O(a1) ist.56 Wasser in FDCONKAPITEL 5
Weiterentwicklung von FDCON
Ein Groteil dieser Arbeit widmet sich der Implementierung neuer Gesetze und Randbedin-
gungen in FDCON. Eine der ersten Erweiterungen besteht in der Erh ohung der Rechenge-
nauigkeit von FDCON, der Implementierung der Randbedingung Einfache Scherung und
der in Kapitel 2.6 beschriebenen Rheologien. Weiterhin musste die Erhaltungsgleichung
f ur Wasser (Glg. 4.1) sowie deren zus atzliches Viskosit atsgesetz (Glg. 2.25) programmiert
werden. Die obigen Neuerungen werden im Folgenden n aher beschrieben.
5.1 Verbesserung der Genauigkeit
Das Anfangswertproblem der Massenerhaltung wird in FDCON durch ein Upwind-Schema
gel ost (Press et al., 1992, S. 832). Die auftretenden einseitigen Dierenzenquotienten wer-
den  ublicherweise durch ein Finite-Dierenzenquotienten-Schema (FDS) erster Fehlerord-
nung (Glg. 5.2) ersetzt (Press et al., 1992, s. 832).
Die bei Verwendung dieses FDSs bei einer Dehnungsrate von _ "0 = 10 10 s 1 und Boxdi-
mensionen im Kilometerbereich auftretende numerische Diusion beein
usst das Segrega-
tionsverhalten derart nachhaltig, dass eine Auswertung der Ergebnisse nicht m oglich ist.
Eine Reduktion der Dehnungsrate und damit gleichermaen eine Verkleinerung der nume-
rischen Diusion kommt nicht in Frage, da dadurch eine akzeptable Rechenzeit  uberstiegen
wird. Eine andere und hier realisierte M oglichkeit ist, das FDS erster Fehlerordnung durch
ein FDS zweiter Fehlerordnung zu ersetzen.
Das regul are Upwind-Verfahren beruht darauf, dass die r aumliche Ableitung an einem
Punkt durch einen einseitigen Dierenzenquotienten in entgegengesetzter Richtung der
Fliegeschwindigkeit an diesem Punkt beschrieben wird58 Weiterentwicklung von FDCON
f (xi;tn+1)   f (xi;tn)
t
=  u
n
x
8
> <
> :
f(xi;tn) f(xi 1;tn)
x un
x > 0
f(xi+1;tn) f(xi;tn)
x un
x < 0:
(5.1)
f (x;t) Funktion, welche von x und t abh angt, xi Raumkoordinate am Punkt i,
tn Zeitschritt, u Geschwindigkeit, t Zeitinkrement, x L angeninkrement
 Ublicherweise wird f ur die auftretende r aumliche Ableitung ein einseitiger Dierenzenquo-
tient nach Gleichung 5.2 angewendet (Schmeling, 1990, s. 16)
@f (xi)
@x
O1

f (xi+1)   f (xi)
x
: (5.2)
Gleichung 5.2 hat allerdings den Nachteil, dass sie nur von erster Fehlerordnung ist, hier-
durch also ein erheblicher numerischer Fehler auftritt. Durch Hinzunahme eines weiteren
Gitterpunktes wird der Fehler um eine Ordnung verringert (O(x2)). Hierdurch ergibt
sich die Ableitung nach x am Punkt xi (Kasten) f ur einen nach vorne gerichteten Finite-
Dierenzenquotienten zweiter Fehlerordnung zu
@f (xi)
@x
O(x2)

1
x
 
 
3
2
f (xi) + 2f (xi+1)  
1
2
f (xi+2)
!
; (5.3)
entsprechend gilt f ur einen nach hinten gerichteten Finite-Dierenzenquotienten zweiter
Fehlerordnung
@f (xi)
@x
O(x2)

1
x
 
1
2
f (xi 2)   2f (xi 1) +
3
2
f (xi)
!
: (5.4)
Durch diese Formulierung kann sich eine Komplikation an den Punkten ergeben, die nur
einen Z ahler vom Rand entfernt sind. Zeigt die Geschwindigkeit an diesem Punkt von
diesem Rand weg, so wird in Gleichung 5.3 bzw. 5.4 ein Punkt ben otigt, der auerhalb des
Gitters liegt (letzter Term der Summe in Gleichung 5.3 bzw. erster Term der Summe in
Gleichung 5.4). Diese Komplikation wird in FDCON dadurch umgangen, dass in diesem
Fall Gleichung 5.2 zur Berechnung der Ableitung benutzt wird.5.1 Verbesserung der Genauigkeit 59
Zus atzlich wurde die bestehende Programmierung der Ableitungen am Rand, die unter
anderem virtuelle1 Gitterpunkte zu ihrer Berechnung benutzt, ebenfalls durch die jeweilige
einseitige Approximation, zweiter Fehlerordnung ersetzt (Glg. 5.3 bzw. 5.4).
Ein weiterer Gewinn an Genauigkeit kann erreicht werden, wenn im Code darauf geachtet
wird, dass die implementierten, doppelt genau rechnenden Funktionen Fortrans genutzt
werden (alle exponentiell dargestellten Gr oen werden durch Verwendung der Form
"
d\
anstelle von "e\ doppelt genaue Gleitpunktzahlen in Exponentialschreibweise. Doppelt
genaue Ergebnisse ebensolcher Argumente werden durch Verwendung der entsprechenden
Funktion erzeugt, die Funktion ABS wird so durch DABS ersetzt).
Durch die oben beschriebenen Manahmen konnte FDCON soweit verfeinert werden, dass
eine Untersuchung der Kanalisierungsinstabilit at m oglich ist. Hervorzuheben ist, dass die
Verbesserung des Upwind-Verfahrens um eine Fehlerordnung den gr oten Gewinn an Ge-
nauigkeit ausmacht.
Beide FDS wurden an zwei unterschiedlichen initialen elliptischen Porosit atsverteilungen
getestet. Die Hintergrundporosit at betrug jeweils '0 = 3% mit einer Porosit atsst orung von
' = 0:1%. Die beiden Porosit atsverteilungen unterschieden sich lediglich im  Ubergang des
Maximalwertes der Porosit at zur Hintergrundporosit at. Zum einen erfolgte dieser  Ubergang
abrupt (Horizontalquerschnitt der Porosit at: Abb. 5.1.a, durchgezogene Linie) und zum an-
deren durch einen cos2 gegl attet (Horizontalquerschnitt der Porosit at: Abb. 5.1.b, durchge-
zogene Linie, vergleichbare Aufsicht: Abb. 6.6.c, S. 81). Des Weiteren wurden die Ellipsen
um 45 gedreht und wiesen ein Achsenverh altnis von a : b = 5 : 1 auf.
Da einem Groteil dieser Arbeit der Spannungszustand Einfache Scherung zugrunde liegt,
wurden die beiden initialen Verteilungen zum Testen der FDS Einfacher Scherung mit einer
Dehnungsrate von _ "0 = 10 10 s 1 ausgesetzt, bis eine Scherdehnung von "xz = 0:08 erreicht
wurde. Weitere, diesen Versuch bestimmende, Parameter sind:
Rtn = 0:5 mit h = 1000 m, 0 = 1015 Pas f = 0:77 Pas, a = 0:001 m, b = 648, n = 3 und
AZ = 0.
1d.h. auerhalb des Gitters liegende Punkte60 Weiterentwicklung von FDCON
20 40 60 80 100
2.96
2.98
3
3.02
3.04
3.06
3.08
3.1
3.12
3.14
P
S
f
r
a
g
r
e
p
l
a
c
e
m
e
n
t
s
x-Position
P
o
r
o
s
i
t

a
t
[
%
]
I
n
i
t
i
a
l
V
e
r
t
e
i
l
u
n
g
U
p
w
i
n
d
O
1
U
p
w
i
n
d
O
2
a) Horizontalquerschnitt der Stufe (Box)
20 40 60 80 100
2.98
3
3.02
3.04
3.06
3.08
3.1
P
S
f
r
a
g
r
e
p
l
a
c
e
m
e
n
t
s
x-Position
P
o
r
o
s
i
t

a
t
[
%
]
I
n
i
t
i
a
l
V
e
r
t
e
i
l
u
n
g
U
p
w
i
n
d
O
1
U
p
w
i
n
d
O
2
b) Horizontalquerschnitt des cos2
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c) Vergr oerung von cos2 bei x = 50   70
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d) Vergr oerung von cos2 bei x = 85   105
Abbildung 5.1. Test der Genauigkeiten der Verfahren verschiedener Fehlerordnungen an-
hand zwei verschiedener Strukturen
Initiale Porosit atsverteilung qqq qqq Versuch mit Fehlerordnung O1
Versuch mit Fehlerordnung O2
Mit zunehmender Scherung werden die Strukturen immer weiter nach rechts advektiert.
Um die Ergebnisse dieser Tests jedoch mit der Initialverteilung und untereinander zu ver-
gleichen, sind die Ergebniskurven auf die initiale Position der Struktur zur uck verschoben
worden. Bedingt durch die geringen Verschiebungsm oglichkeiten im Auswerteprogramm
Matlab (es k onnen nur ganze Gitterpunkte verschoben werden), konnte keine genaue De-
ckung der Kurven erreicht werden.5.1 Verbesserung der Genauigkeit 61
Fall I: Porosit¨ atssprung
In Abbildung 5.1.a tritt bei Verwendung von Gleichung 5.2 deutlich eine st orende Verbrei-
terung/Verschmierung der Ellipse auf (gepunktete Linie).
Wird hingegen Gleichung 5.3 verwendet, so verbreitert sich die St orung nur geringf ugig,
und das Plateau der St orung wird in einem weiten Bereich reproduziert (gestrichelte Linie).
Lediglich an den scharfen Kanten treten Gibbs'sche  Uber- bzw. Unterschwinger auf.
Fall II: cos2-Kurve
Die St orung verbreitert sich bei Verwendung von Gleichung 5.2 weiterhin (Abb. 5.1.b, ge-
punktete Linie) und weist, erkennbar in der Vergr oerung (Abb. 5.1.c), bei Gitterpunkt 60
eine leichte Abnahme des Maximums auf. Eine genaue Bestimmung dieses Maximalwertes
ist jedoch eine Grundvoraussetzung zur Analyse der Kanalisierungsinstabilit at.
Wird der Dierenzenquotient zweiter Fehlerordnung benutzt (gestrichelte Linie), so bleibt
die initiale Form der St orung fast perfekt erhalten. Lediglich rechts (Gitterpunkt 90) ist
eine leichte Asymmetrie, ein Gibbs'scher Unterschwinger, zu erkennen. Diese Asymmetrie
r uhrt daher, dass in diesem Bereich (Gitterpunkte um 90) die cos2-Kurve nicht hinreichend
glatt abgetastet ist (Abb. 5.1.d, durchgezogenen Linie). Hierdurch ergeben sich in diesem
Bereich leichte Knicke im Kurvenverlauf, wodurch sich, wie im Falle des Porosit atssprunges,
Gibbs'sche  Uberschwinger ausbilden. Eine weitere, nur schwer zu erkennende, Asymmetrie
(Abb. 5.1.c), welche erst bei der sp ateren Verwendung des FDS zweiter Fehlerordnung be-
obachtet wurde, tritt bei Gitterpunkt 50 auf. Auf sie wird in Kapitel 6.5 n aher eingegangen.
Ein Vergleich der Fl acheninhalte der vier advektierten Geometrien mit dem des Initialfel-
des zeigt, dass dieser konstant ist, demzufolge wird bei diesen einfachen Geometrien die
Massenerhaltung nicht verletzt.62 Weiterentwicklung von FDCON
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Abbildung 5.2. Beispiel der numerischen Diusion an realen Porosit atsverteilungen [%].
Auswirkung der Genauigkeit in realen Modellen
Als weiterf uhrender Test wurde mit den vorherigen Parametern, jetzt jedoch unter der
Dehnungsbedingung der Reinen Scherung, eine zuf allige, gegl attete Porosit atsverteilung
mit beiden Upwind-Verfahren gepr uft. Das Upwind-Verfahren erster Fehlerordnung wurde
bis zu einer Dehnung von "xx = 0:2 mit _ " = 2  10 10 s 1 geschert (Abb. 5.2.a). Aufgrund
von numerischen Gegebenheiten konnte das Upwind-Verfahren zweiter Fehlerordnung nicht
unter den gleichen Scherbedingungen getestet werden. Anstelle der Reinen Scherung wurde
eine Superpositionierung von Einfacher und Reiner Scherung gew ahlt, wobei Reine Sche-
rung 80% der Scherung ausmacht. Das Experiment lief ebenfalls bis zu einer Dehnung von
"xx = 0:2 mit _ " = 2  10 10 s 1 (Abb. 5.2.b).
Im Fall von Abbildung 5.2.a ist zu erkennen, dass die Kan ale, wie in der Theorie beschrie-
ben, vertikal verlaufen. Die Kan ale von Abbildung 5.2.b weisen, aufgrund der Superpo-
sitionierung von 20% Einfacher und 80% Reiner Scherung, eine Auslenkung von ca. 10
auf. Weiterhin au allig ist, dass sich die zu erkennende Wellenl ange der erzeugten Kan ale
bei Verwendung des FDS zweiter Fehlerordnung leicht erh oht hat, sowie dass sich feinere
Strukturen au
 osen lassen. Diese Erh ohung bzw. das Au
 osen feinerer Strukturen ist auf
eine gitterabh angige, Wachstumsrate zur uckzuf uhren (Kap. 6.2.1):5.2 Endliche Dehnung bei Einfacher Scherung 63
FDCON weist eine gitterabh angige ausgezeichnete Wachstumsrate auf, welche ebenfalls
mit der St arke der numerischen Diusion korreliert. Je h oher die numerische Diusion
ist, desto st arker werden groe Wellenzahlen ged ampft, wodurch sich das Maximum der
Wachstumsrate in Abbildung 6.3 zu kleineren Wellenzahlen verschiebt. Aus diesem Grund
weist Abbildung 5.2.a eine niedrigere durchschnittliche Wellenzahl auf als Abbildung 5.2.b.
Generell ist eine Erh ohung der Genauigkeit sinnvoll, da hierdurch die numerische Diusion
verringert wird, allerdings sollte man sich auch  uber die Nachteile einer Erh ohung im Klaren
sein (z. B. Gibbs'sche  Uberschwinger).
Die in der Natur vorkommenden Porosit atsschwankungen weisen eher den Charakter der
Testreihe 2 auf, wodurch die Verwendung des Upwind-Schemas zweiter Fehlerordnung ge-
rechtfertigt ist.
In Kapitel 6.5 wird allerdings gezeigt, dass die Verwendung von Gleichung 5.3 weitrei-
chendere Nachteile hat, als diese Voruntersuchung aufzeigen konnte. Dennoch konnte nur
durch den Einsatz des genaueren Upwind-Verfahrens eine gute Auswertung der numeri-
schen Ergebnisse erfolgen und somit die Kanalisierungsinstabilit at unter geophysikalischen
Aspekten untersucht werden.
5.2 Endliche Dehnung bei Einfacher Scherung
Im Falle Einfacher Scherung ist es prinzipiell m oglich, bis zu einer beliebigen Dehnung
zu rechnen. Hierzu sind allerdings periodische Randbedingungen am linken und rechten
Rand n otig. Diesen Bedingungen konnte durch einfaches Aufpr agen der Porosit atswerte des
rechten Randpunktes auf den linken Randpunkt in jedem Zeitschritt entsprochen werden.
Es ist anzumerken, dass jedoch eine genaue Implementierung der Randbedingungen erfol-
gen sollte. In dieser Arbeit war es aber m oglich, die einfachere Methode des Aufpr agens der
Porosit atswerte anzuwenden, da die Energieerhaltungsgleichung nicht gel ost wird, wodurch
nur auf eine korrekte  Ubertragung des Porosit atsfeldes zu achten war.64 Weiterentwicklung von FDCON
Weiterhin musste auf die Kontinuit at der Geschwindigkeiten am Rand keine R ucksicht
genommen werden, da diese durch die Methode der aufgepr agten Stromfunktion zu jedem
Zeitschritt festgelegt werden. In Gottschaldt (1997) wird die genaue Implementierung f ur
periodische Randbedingungen beschrieben.
5.3 Implementierung der Wassererhaltungsgleichung in FDCON
Die Implementierung der Erhaltungsgleichung f ur das Wasser in FDCON erfolgt durch
ein
"
Upwind-Verfahren\. Zur Vereinfachung von Gleichung 4.1 wird zum einen der Term
 'H2Orcf vernachl assigt, da in den hier betrachteten Prozessen die Diusivit at des Was-
sers viel kleiner ist als der thermische Diusionskoezient (H2O  , H2O  10 10 m2 s 1
(Watson, 1994),  = 10 6 m2 s 1, Kap. 2.1). Zum anderen wird der Wassergehalt der Matrix
cs  uber den Partitionskoezienten D durch den Wassergehalt der Schmelze ausgedr uckt
(cs = cf D). Hierdurch wird Gleichung 4.1 zu
@
@t
('cf + (1   ')cfD) =  r('cf~ uf + (1   ')cfD~ us) : (5.5)
F ur die Implementierung wird Gleichung 5.5 nach
@
@tcf aufgel ost. Es folgt2
@
@t
cf
|{z}
termcst
=  
1
'(1   D) + D
| {z }
Faktor1 2
6
6
4cf
0
@~ ufr'
| {z }
2
+'r~ uf | {z }
3
 D~ usr' | {z }
2
1
A + rcf
0
@'~ uf |{z}
4
+D(1   ')~ us | {z }
5
1
A + cf (1   D)
@
@t
'
| {z }
6
3
7
7
5 :
(5.6)
Die Programmierung der einzelnen Terme wurde wie folgt durchgef uhrt:
2Diese L osung beinhaltet die Anwendung der CBA, d.h. Terme, bei denen r~ us vorkommt, wurden
weggelassen (Schmeling, 2000, Glg. 15). Die Bezeichnungen bzw. Nummern der einzelnen Terme ordnen
sie den nachfolgenden Erl auterungen ihrer Implementierung zu.5.3 Implementierung der Wassererhaltungsgleichung in FDCON 65
Term termcst
Die zeitliche Ableitung wird wie folgt gel ost
@
@t
cf =
c
n+1
fij   cn
fij
t
= (Faktor1)[ ] ! c
n+1
fij = t(Faktor1)[ ] + c
n
fij: (5.7)
(i;j) Gitterpunkt, n Zeitschritt
Term Faktor 1
Aufgrund von Gleichung 5.7 wird t mit diesem Term zusammengefasst
 
t
'(1   D) + D
: (5.8)
Term 2
cf (h~ ufi   D h~ usi)r' = cf

'n
+   'n
 
2x
~ u +
'n
   'n
	
2z
~ w

(5.9)
~ u = uf   Dus, ~ w = wf   Dws, +=  Gitterpunkt an der Stelle (i + 1;j) bzw. (i   1;j), ;	
Gitterpunkt an der Stelle (i;j + 1) bzw. (i;j   1)
Term 3
cf'rh~ ufi = cf'
n
 
u
f
+   u
f
 
2x
+
w
f
   w
f
	
2z
!
(5.10)
Term 4
In den Advektionstermen 4 und 5 treten  ortliche Ableitungen des Wasserfeldes auf, dement-
sprechend werden sie nach einem
"
Upwind\-Verfahren programmiert.
F ur die einseitigen Dierenzenquotienten wird ein Finite-Dierenzenquotienten-Schema
zweiter Fehlerordnung (Glg. 5.3) verwendet. Die Notation bedeutet: v vorw arts, r r uckw arts,
x Ableitung in x-Richtung, z Ableitung in z-Richtung.66 Weiterentwicklung von FDCON
'h~ ufircf = '
n
8
> > > > > > > > <
> > > > > > > > :
uf cf rxij + wf cf rz ij f ur uf  0 und wf  0
uf cf vxij + wf cf vz ij f ur uf < 0 und wf < 0
uf cf rxij + wf cf vz ij f ur uf  0 und wf < 0
uf cf vxij + wf cf rz ij f ur uf < 0 und wf  0
(5.11)
Term 5
D(1   ')h~ usircf = D(1   '
n)
8
> > > > > > > > <
> > > > > > > > :
us cf rxij + ws cf rz ij f ur us  0 und ws  0
us cf vxij + ws cf vz ij f ur us < 0 und ws < 0
us cf rxij + ws cf vz ij f ur us  0 und ws < 0
us cf vxij + ws cf rz ij f ur us < 0 und ws  0
(5.12)
Term 6
cf (1   D)
@
@t
' =
cf (1   D)
 
'
n+1
j   'n
j

t
(5.13)
Der Ein
uss des Wasserfeldes auf die Rheologie wird wie in Kapitel 2.6 ber ucksichtigt.
Numerische Tests dieser Implementierung zeigen, dass der Wasserhaushalt f ur gut auf-
gel oste Strukturen erfolgreich berechnet und transportiert werden kann.
Zur technischen Realisierung in FDCON ist anzumerken, dass sich, wenn die Porosit ats-
strukturen zu klein sind und demzufolge zu starke Porosit atsspr unge auftreten, bevorzugt
Gibbs'sche  Uberschwinger ausbilden, diese nach einer gewissen Zeit extrem anwachsen und
so einen st orenden Ein
uss auf das Verhalten des Wassers aus uben. Um diesen Eekt aus-
zugleichen, ist in FDCON nicht das Wasserfeld der Matrix programmiert, sondern das der
Schmelze. Hierdurch werden die Gibbs'schen  Uberschwinger in Gibbs'sche Unterschwinger
transformiert, welche sich wesentlich einfacher bei der Implementierung handhaben lassen3.
3Da die minimale Porosit at bei 0% liegt, werden die Unterschwinger entsprechend abgeschnitten.KAPITEL 6
Ergebnisse und Auswertung
6.1 Bestimmung der Wachstumsrate aus den numerischen Ergeb-
nissen
Allgemein gilt f ur das zeitliche Anwachsen der Perturbation (Kap. C.6)
'(t) = 'max (t)   '0 = '0e
num t: (6.1)
Gleichung 6.1 kann in eine Geradengleichung der Form1 y (t) = mt+b umgewandelt werden
ln'(t) = ln('max (t)   '0) = numt + ln'0: (6.2)
Die Wachstumsrate num kann nunmehr durch eine lineare Regression des ln'(t) bez uglich
t bestimmt werden.
Die Bestimmung von 'max (t) erfolgt f ur jeden Zeitschritt in einer Box, die, bei der in
dieser Arbeit vorwiegend verwendeten Gitterau
 osung des Porosit atsfeldes von 201  201
Gitterpunkten, 40 Gitterpunkte von jedem Rand entfernt zentriert im Rechengebiet liegt.
Diese Beschr ankung dient der Minimierung st orender Ein
 usse der R ander. Weiterhin wer-
den die Gitterkoordinaten von 'max (t) ermittelt und f ur eine sp atere Auswertung bereit-
gehalten. In Abbildung 6.1 sind der zeitliche Verlauf der Porosit at sowie die Position von
'max (t) exemplarisch f ur zwei unterschiedliche Versuchsreihen dargestellt. Optimal verl auft
die Porosit atskurve glatt (Abb. 6.1.a) und die x- und z-Positionen 
uktuieren nur wenig
um einen Wert (Abb. 6.1.c). In einigen F allen ist der optimale Verlauf durch hochfrequente
Spr unge gest ort (Abb. 6.1.b). Abbildung 6.1.d zeigt, dass jeder dieser Spr unge mit einem
deutlichen Versatz in der x- und z-Position korreliert. Diese Spr unge k onnen auf eine nicht
ausreichende Gitterau
 osung und damit auf unterschiedlich starke numerische Diusionen
1m Steigung, b y-Achsenabschnitt68 Ergebnisse und Auswertung
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a) Porosit at, optimaler Fall
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b) Porosit at, gest orter Fall
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c) Position, optimaler Fall
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d) Position, gest orter Fall
Abbildung 6.1. Beispiel zweier Porosit ats-Positions-Kurven.
Oben: '0 (t) = 1000('(t)   '0) mit '0 = 3%
Unten: x-Position; z-Position.
zur uckgef uhrt werden:
Im unteren Bereich herrscht, bedingt durch die geringeren Advektionsgeschwindigkeiten ~ u,
eine kleinere numerische Diusion 0 als im oberen Bereich, weshalb tiefer liegende Pertur-
bationen eine gr oere Wachstumsrate  aufweisen und damit schneller anwachsen k onnen
als h oher liegende
~ uoben > ~ uunten ) 0oben > 0unten ) oben < unten ) 'oben < 'unten: (6.3)6.1 Bestimmung der Wachstumsrate aus den numerischen Ergebnissen 69
Die Advektion der Matrix erfolgt so langsam, dass mehrere Zeitschritte ben otigt wer-
den, um den gesamten Schmelzanteil einer Gitterzelle (Startzelle) in die benachbarte Zelle
(Zielzelle) zu verlagern. Diese langsame Verlagerung der Schmelze hat zur Folge, dass die
Porosit at der Startzelle mit der Zeit abnimmt ('start (t) &), w ahrend die Porosit at der
Zielzelle langsam zunimmt ('ziel; (t) %). Dadurch weist die Startzelle trotz des Schmelz-
verlustes immer noch die maximale Porosit at auf, weswegen die x-Koordinate  uber mehrere
Zeitschritte konstant bleibt (t < tkri). Nach hinl anglicher Schmelz ubertragung (tkri) an die
Zielzelle springt die x-Koordinate auf deren Position (t > tkri).
'start (t) & > 'ziel (t) % t < tkri ) xstart (6.4)
'start (t) & < 'ziel (t) % t > tkri ) xziel
Da mehrere Schwingungen der sinusf ormigen St orung im Messgebiet liegen, kann es nun
aus numerischen Gr unden vorkommen, dass der Schmelz
uss einer anderen Schwingung
das alte Maximum fr uher abl ost, folglich dieses dann die F uhrungsposition  ubernimmt,
was zu groen Spr ungen in der x-Position f uhrt (rote gestrichelte Linie, Abb. 6.1.d).
Das extreme Abfallen der z-Position kann ebenfalls durch die unterschiedliche numerische
Diusion erkl art werden. Zwei Gitterzellen, die direkt  ubereinander liegen, weisen leicht
unterschiedliche numerische Diusionen auf (je h oher ein Gitterpunkt liegt, desto gr oer ist
diese). Entsprechend wird hierdurch der Porosit atswert des h oher liegenden Gitterpunktes
st arker abgeschw acht, als der des darunter liegenden. Dies hat nun wiederum zur Folge,
dass die Position des Maximums stetig absinkt.
Da es sich bei diesen Spr ungen, im Gegensatz zum physikalischen Anwachsen der Poro-
sit atsst orung, um ein verh altnism aig hochfrequentes Signal handelt, kann die lineare Re-
gression zur Bestimmung der Steigung mit den Rohdaten dennoch durchgef uhrt werden,
wenn  uber hinreichend viele Spr unge gemittelt wird. Der Nulldurchgang der Rekursions-
geraden wird zwar im Gegensatz zu dem einer Rekursionsgeraden, welche aus
"
glatten\
Rohdaten bestimmt worden w are, verschoben, die Steigungen dieser beiden Kurven unter-70 Ergebnisse und Auswertung
scheiden sich jedoch nur gering voneinander. Vergleiche der numerisch ermittelten Wachs-
tumsraten mit denen der analytischen L osung zeigen keine signikanten Abweichungen.
Dieses Auswerteverfahren kann demnach genutzt werden.
Der relative Fehler der durch dieses Auswerteverfahren bestimmten Wachstumsrate unter
Ber ucksichtigung der Fehlerkurven bel auft sich auf ca. 6% (Kap. 6.5). Werden jedoch nur
niederfrequente Signale (k0  5) analysiert, so liegt der Fehler niedriger. Weiterhin zeigt
sich, dass die theoretische Wachstumsrate bei einer Variation ihrer Parameter (0; f; a1
und h) um 5% in einem Wellenzahlenbereich k0
rheo  1 einen Fehler von 10% aufweist,
wobei dieser Fehler bei zunehmendem k0
rheo immer kleiner wird, bis bei k0
rheo  1 dieser
Fehler auf 
2s0
b0+ 4
3s0a1  5% abgefallen ist. Da die Experimente vorwiegend in einem Wel-
lenzahlbereich k0
rheo  1 durchgef uhrt wurden, bel auft sich der gesamte relative Fehler auf
6%.
Wie auch in Kapitel 3, wird die numerisch bestimmte Wachstumsrate num mit der Deh-
nungsrate _ " normiert

0
num =
num
_ "
: (6.5)
6.2 Reproduziert FDCON die analytische Wachstumsrate?
Ist FDCON durch die Verbesserung der Genauigkeit in der Lage, die analytische Wachs-
tumsrate 0
CBA (Glg. 3.9) einer 1D sinusf ormigen Perturbation, wie sie f ur die lineare
Stabilit atsanalyse benutzt wird, zu reproduzieren?
F ur eine senkrecht zur maximalen Kompressionsspannung verlaufende, eindimensionale si-
nusf ormige St orung (1D Sinus) ist die Wachstumsrate maximal. Dementsprechend muss im
Falle Einfacher Scherung die St orung, um optimal verst arkt zu werden, um 45 ausgelenkt
werden (Abb. 6.6.a). Der Sinus weist eine Porosit atsperturbation von ' = 0:1% bei ei-
ner Hintergrundporosit at von ' = 3:0% sowie eine Wellenzahl von k0
mckcba = 0:21 auf. Die
numerischen Gitter dieser Untersuchung betragen f ur das grobe 101  101 Gitterpunkte6.2 Reproduziert FDCON die analytische Wachstumsrate? 71
und 201  201 Gitterpunkte f ur das feine bei einer Modellboxgr oe des Referenzmodells
von h  h = 1000  1000 m2.
Aufgrund von numerischen Grenzen sind keine h oheren Gitterau
 osungen als die beschrie-
benen vertretbar. Hierdurch ergibt sich das Problem, dass keine gr oeren Wellenzahlen als
k0
mckcba = 0:29 simuliert werden k onnen (Kap. 6.3). Werden jedoch bei konstant gehaltener
Dehnungsrate die Modellboxdimensionen verkleinert, k onnen Wellenzahlen k0
mckcba > 0:29
berechnet werden. Durch die in Kapitel 2.9 eingef uhrte Nichtdimensionierung ergibt sich,
da die Dehnungsrate konstant bleiben soll, ebenfalls eine konstante, nicht dimensionierte
Vertikalgeschwindigkeit u0
x;zmax = konst: am oberen Rand der Modellbox. Da Rtn(h)  h2
ist, die Versuche jedoch dieselben 
uiddynamischen Eigenschaften aufweisen sollen, redu-
ziert sich Rtn bei abnehmendem h. Durch die quadratische Abh angigkeit Rtns von h ergibt
sich aus Stabilit atsgr unden, dass die Modellbox h ochstens auf hh = 62:562:5 m2 redu-
ziert werden kann. Da diese Versuchsreihe ohne Auftrieb (AZ = 0) simuliert wird, ergeben
sich bei der Aufstiegszahl durch eine Verkleinerung der Modellbox keine Ver anderungen.
Weiterhin werden in der Box mehrere Wellenz uge betrachtet, um Randeekte auszuschlie-
en. Ausgehend von den Parametern des Referenzmodells2 und einer Dehnungsrate von
_ " = _ "0 = 10 10 s 1 ergeben sich f ur die weiteren Modelle die in Tabelle 6.1 aufgelisteten
Parameterkombinationen. Um diese Testreihe abzurunden, wurden auerdem die in Kapitel
2.6 beschriebenen Rheologien getestet, sowie die Implementierung der Erhaltungsgleichung
des Wassers (Kap. 4) gepr uft.
Die Ergebnisse dieser Testreihe sind in Abbildung 6.2 dargestellt. Die durchgezogenen Li-
nien stellen die berechneten theoretischen Wachstumsraten 0 ohne die CBA dar, w ahrend
die gestrichelten Linien die berechneten theoretischen Wachstumsraten 0
CBA unter Be-
r ucksichtigung der CBA zeigen.
In diesem Kapitel wird nur auf die Ergebnisse dieses Versuches eingegangen. Eine Analyse
des Kurvenverlaufs der Kanalisierungsinstabilit at ist in Kapitel 3 zu nden. Auf den Eekt
von Wasser wird in Kapitel 4.2 n aher eingegangen.
2(h = 1000), Rtn = 0:5 mit a = 0:001 m, b = 648, 0 = 1015 Pas, f = 0:77 Pas, AZ = 072 Ergebnisse und Auswertung
u0 h [m] Rtn k [m] k0
rheo c;rheo [m] Rheologie
2 62:5 1:95  10 3 0:703 3:37 4:8 mckcba
2 71:4 2:55  10 3 0:615 2:95 4:8 mckcba
2 100:0 5:0  10 3 0:439 2:07 4:8 mckcba
2 125:0 7:8  10 3 0:351 1:68;3:02;4:60 4:8;8:6;13:1 mckcba;schmcbah;konstcbah
2 142:8 1:02  10 2 0:307 1:47 4:8 mckcba
2 166:6 1:38  10 2 0:263 1:29 4:8 mckcba
2 200:0 2:0  10 2 0:219 1:01 4:8 mckcba
2 250:0 3:12  10 2 0:175 0:84 4:8 mckcba
2 333:3 5:5  10 2 0:131 0:63;1:12;1:72 4:8;8:6;13:1 mckcba;schmcbah;konstcbah
2 500:0 0:12 0:088 0:42 4:8 mckcba
2 769:2 0:29 0:057 0:26 4:8 mckcba
2 1000:0 0:5 0:044 0:21;0:36;0:56 4:8;8:6;13:1 mckcba;schmcbah;konstcbah
2 1250:0 0:78 0:035 0:14 4:8 mckcba
2 1500:0 1:12 0:029 0:13 4:8 mckcba
2 1750:0 1:53 0:025 0:11 4:8 mckcba
2 2000:0 2:0 0:022 0:10 4:8 mckcba
2 2500:0 3:12 0:017 0:07 4:8 mckcba
2 3000:0 4:5 0:014 0:06;0:12;0:18 4:8;8:6;13:1 mckcba;schmcbah;konstcbah
Tabelle 6.1. Untersuchungsparameter der Versuchsreihe:
Reproduziert FDCON die analytische Wachstumsrate?
Nomenklatur der Rheologien:
mck Viskosit atsgesetz McKenzie (Glg 2.22)
schm Viskosit atsgesetz Schmeling (Glg 2.24)
konst Viskosit atsgesetz b (') = konst:
h dem Experiment lag eine wasserhaltige Matrix zugrunde
Es ist deutlich zu erkennen, dass FDCON f ur alle Rheologien die theoretische Wachstums-
rate 0
CBA sehr gut reproduziert. Somit ist FDCON f ur die wissenschaftliche Untersuchung
der Kanalisierungsinstabilit at geeignet.
Der reduzierende Eekt des Wassers auf die Wachstumsrate wird in Abbildung 6.2.a deut-
lich. Wird eine von den Rheologien unabh angige Skalierung f ur alle Kurven verwendet
- in diesem Fall wurden alle Kurven mit c;mck normiert - liegen f ur kleine Wellenzah-
len die wasserhaltigen Kurven (blau) unterhalb der entsprechenden Kurven der trockenen
Rheologie (rot). Diese Verschiebung liegt darin begr undet, dass eine wasserunabh angige6.2 Reproduziert FDCON die analytische Wachstumsrate? 73
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Abbildung 6.2. Normierte Wachstumsrate 0 zu verschiedenen Wellenzahlen k0
rheo und
Rheologien
b=s trocken c;mck = 7:3 m (McKenzie 1984)
b=s trocken CBA c;mckcba = 4:8 m (McKenzie 1984)
b(',c1,c2,spezial) trocken c;spezial = 14:7 m, nass c;spezial = 9:3 m
b(',c1,c2,spezial) trocken c;spezcba = 13:6 m, nass c;spezcba = 8:6 m CBA
b(',c1,c2,intrin.) trocken c;schm = 21:4 m,
nass c;schm = 13:5 m (Schmeling 2000)
b(',c1,c2,intrin.) trocken c;schmcba = 20:7 m,
nass c;schmcba = 13:1 m, CBA (Schmeling 2000)
 Experimente b=s trocken CBA SS
 Experimente b=konst. trocken SS
3 Experimente b(',c1,c2,intrin.) nass CBA SS
2 Experimente b(',c1,c2,spezial) nass CBA SS
Die Rheologie b(',c1,c2,spezial) ist eine zu Testzwecken eingef uhrte Rheologie,
welche in Glg. 2.24 der eektiven Volumenviskosit at anstelle der intrinsischen
Matrixviskosit at die eektive Scherviskosit at s verwendet.
Sie wurde nur im Rahmen dieses Kapitels verwendet, um FDCON zu testen und ndet
in der weiteren Arbeit keine Anwendung.
Schmelz-Retentionzahl Rtn verwendet wurde (Glg. 2.32), d.h. die Skalierungsviskosit at 0
nicht vom Wasser beein
usst wird.
Wird hingegen ein wasserabh angiges 0 zugelassen, sowie, um vergleichbare 
uiddynami-
sche Verh altnisse zu gew ahrleisten, Rtn = konst: gefordert, f uhrt dies dazu, dass sich die
Schmelzviskosit at f in Rtn gleichermaen mit 0  andert und hierdurch der Eekt von74 Ergebnisse und Auswertung
Wasser kompensiert wird. Unter der weiteren Ber ucksichtigung der der Rheologie entspre-
chenden Kompaktionsl ange f ur die Normierung von k, hat dies zur Folge, dass die nassen
und trockenen Kurven deckungsgleich verlaufen (Abb. 6.2.b).
Auerdem ist ersichtlich, dass die Rheologie f ur die Volumenviskosit at von McKenzie (Glg.
2.22) die st arkste Wachstumsrate erzeugt.
6.2.1 Variation des Kohlstedt Faktors a1
In der Theorie der Kanalisierungsinstabilit at wurde gezeigt, dass die Wachstumsrate f ur
groe Wellenzahlen in der Gr oenordnung der exponentiellen Konstanten a1 liegt. In dieser
Vorstudie wird untersucht, ob FDCON bei einer kleinen, konstant gehaltenen Wellenzahl
und einer Variation von a1 ebenfalls die Theorie reproduziert. F ur diese Experimente wur-
de eine Wellenzahl von k0
mckcba = 0:15 und eine Dehnungsrate von _ " = 10 10 s 1 (Einfache
Scherung) gew ahlt. Wie im vorherigen Kapitel wurde auch hier ein um 45 geneigter Si-
nus bei einer Hintergrundporosit at von 3% und einer initialen Porosit atsperturbation von
0:1% untersucht. Da in Kapitel 6.2 gezeigt wurde, dass FDCON alle Rheologien gut an-
passt, wird hier nur die Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22) untersucht, da bei dieser die
Eekte der Kanalisierungsinstabilit at am gr oten sind.
In Abbildung 6.3 ist das Ergebnis dieser Untersuchung dargestellt. Es ist deutlich erkenn-
bar, dass FDCON auch bei einer Variation von a1 die Theorie ebenfalls sehr gut wiedergibt.
Die Variation von a1 bei konstanter Wellenzahl f uhrt zu einem absoluten Maximum (Abb.
6.3, a1  30).6.2 Reproduziert FDCON die analytische Wachstumsrate? 75
0 20 40 60 80
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1.2
1.4
P
S
f
r
a
g
r
e
p
l
a
c
e
m
e
n
t
s
Kohlstedt Faktor a1
W
a
c
h
s
t
u
m
s
r
a
t
e
[
n
o
n
.
d
i
m
]
Abbildung 6.3. Die Wachstumsrate 0 in Abh angigkeit von a1 bei einer
konstanten Wellenzahl (k0
mckcba = 0:15)
Theoretische Werte, : Experimente
F ur den Kurvenverlauf in Abbildung 6.3 gilt nach Gleichung 3.8 f ur eine konstante Wel-
lenzahl und einen variablen Kohlstedtfaktor a1 unter Ber ucksichtigung der Rheologie von
McKenzie b = s

0 (a1;k = konst:) =
b1 a1s0
1 + b2s0
=
b3 a1 
1 + 1
b2s0
 =
b3 a1 
1 + 1
b20ea1'0
 (6.6)

0 (a1  1;k = konst:) 
b2b3 a10
ea1'0 : (6.7)
b1 = 2(1   '0)
k'
f k2, b2 = 7
3
k'
f k2, b3 = 6
7 (1   '0)
Anhand Gleichung 6.6 ist f ur die Rheologie nach McKenzie (Glg. 2.22) erkennbar, dass
f ur kleine a1 der Z ahler dominiert, w ahrend f ur gr oere a1 der Nenner, und damit die f ur
die Scherviskosit at verwendete Rheologie, zusehends an Bedeutung gewinnt. Entgegen der
Intuition wirkt sich eine zu weiche Matrix (Abfall der Scherviskosit at) negativ auf das
Wachstum der Kan ale aus.76 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.4. Die normierte Wachstumsrate 0 (Isolinien) in Abh angigkeit
von a1 und k0
mckcba.
Wird hingegen eine andere Rheologie verwendet, ver andern sich nur die Vorfaktoren b1 bis
b3, jedoch bleibt die generelle Abh angigkeit b3 a1

1 + 1
b20ea1'0
 1
erhalten.
In der Literatur schwankt der Wert von a1 zwischen 26   45. Kohlstedt et al. (2000) be-
stimmten a1 durch Deformationsexperimente im Labor an trockenen und wasserhaltigen,
synthetisch hergestellten Mantelgesteinen zu a1 = 28. Dies korrigiert den von Kelemen
et al. (1997) vorgeschlagenen Wert von a1 = 45, der aus einer Anpassung der eektiven
Viskosit at bei Dislokations- und Kriechexperimenten resultiert, etwas nach unten. Neue-
re Laborexperimente an partiell geschmolzenen, wasserhaltigen Olivin-Basalt Aggregaten
(2%  '  12%) von Mei et al. (2002) liefern f ur Diusionskriechen a1  26 und f ur
Dislokationskriechen a1  31.
Aufgrund dieser breiten Variation von a1 stellt sich die Frage, welches a1 f ur eine Studie
der Kanalisierungsinstabilit at gew ahlt werden sollte. Um N aheres  uber die Abh angigkeit
der Wachstumsrate  von a1 und k0
mckcba zu erfahren, ist diese in Abbildung 6.4 dargestellt.
Deutlich zeigt sich f ur fast alle dargestellten Wellenzahlen eine sehr starke Variation der
Wachstumsrate mit a1 bis zu einem Wert von a1  15. Hingegen  andert sie sich ab einem6.3 Parameterstudie: Au
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a1 > 20 f ur k0
mckcba  1 nur sehr schwach als Funktion von a1 (die Konturlinien verlaufen
fast parallel zur a1-Achse). Ab a1  50 f allt  wieder leicht ab.
Der in der Literatur angegebene Bereich von 26  a1  45 liegt bei den von FDCON
erfassbaren Wellenzahlen k0
mckcba  0:36 genau auf dem Maximum der Wachstumsrate.
Demzufolge kann ein beliebiges a1 aus diesem Bereich gew ahlt werden. In dieser Arbeit
wird der von Kohlstedt et al. (2000) vorgeschlagene Wert a1 = 28 verwendet, da dieser
sowohl f ur trockene als auch f ur wasserhaltige Regime gilt.
Interessanterweise ergeben sich f ur die zwei Kohlstedt Faktoren von Kelemen et al. (1997)
(a1 = 45) und Mei et al. (2002) (a1 = 26) gleich groe Wachstumsraten f ur k0
mckcba  1.
Sollten die Experimente von Kelemen et al. und Mei et al. unterhalb von k0
mckcba  1
abgelaufen sein3, dann k onnte davon ausgegangen werden, dass Kelemen et al. links des
Maximalwertes der Wachstumsrate liegt und Mei et al. rechts davon, wodurch vermutet
werden kann, dass beide Parteien, obwohl unterschiedliche Werte f ur a1 gefunden wurden,
dieselben physikalischen Prozesse beobachtet haben k onnten.
6.3 Parameterstudie: Au¨ osung des FDCON-Gitters
Weiterhin ist zu kl aren, bis zu welcher Wellenzahl k0
rheo das in FDCON verwendete Gitter
eine St orung au
 ost. FDCON ist ein Finite-Dierenzen Code, der f ur einzelne physikalische
Gr oen zwei unterschiedliche Gitterau
 osungen verwendet. So wird z.B. die Viskosit at auf
einem groben Gitter gerechnet, w ahrend die Porosit at auf einem feinen Gitter diskretisiert
ist. Das Gitter in FDCON wird durch die beiden Gr oen nx und nz angegeben, die Ver-
feinerung wird durch die Konstante itres beschrieben. Die Anzahl der feinen Gitterpunkte
h angt mit der Anzahl der groben Gitterpunkte wie folgt zusammen
nxt = itres (nx   1) + 1 nzt = itres (nz   1) + 1: (6.8)
3Diese Vermutung kann nur durch eine Bestimmung der Kompaktionsl ange best atigt werden, diese ist
aber aus den beiden Ver oentlichungen nicht eindeutig bestimmbar.78 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.5. Studie zur Au
 osung des FDCON-Gitters.
Theorie c FDCON
In dieser Arbeit betr agt die Gitterau
 osung vorwiegend nx = nz = 101 und itres = 2.
Die Au
 osung des Gitters kann bei gleichbleibendem Gitter durch den Vergleich der Wachs-
tumsrate eines immer hochfrequenteren Sinus mit der theoretischen Wachstumsrate getes-
tet werden.
Wie in den vorherigen Vorstudien wird wiederum ein um 45 ausgelenkter Sinus verwendet.
Die Wellenzahl variiert in einem Bereich von k0
schmcba = 0:65 4:68. Die weiteren Parameter
dieser Studie sind: u0 = 200, AZ = 0, Rheologie von Schmeling (Glg. 2.24), '0 = 3:0%,
' = 0:1%, Spannungszustand: Einfache Scherung.
Abbildung 6.5 zeigt die Ergebnisse der Experimente.
Die durchgezogene Linie spiegelt die theoretische Wachstumsrate 0
CBA wider, w ahrend die
gestrichelte Linie die von FDCON erzeugte Wachstumsrate 0
FDCON darstellt. Deutlich ist
der Abfall von 0
FDCON ab einer Wellenzahl von k0
schmcba  1:5 zu erkennen. Dieser Ab-
fall r uhrt von der mangelnden Gitterau
 osung ab dieser Wellenzahl her. Hierdurch wird
dem System eine Art Bandpasslter aufgepr agt. Bei kleinen Wellenzahlen ist die Kanalisie-
rungsinstabilit at unwirksam, bei groen Wellenzahlen ist das Wachstum durch das Gitter6.4 Initiale Porosit atsfelder 79
bestimmt. Dieser Bandpasslter ist in den Versuchen mit der zuf alligen Schmelzvertei-
lung deutlich zu erkennen, da sich bei diesen stets Strukturen mit einer Wellenzahl von
k0
schmcba  1:5 ausbilden (Abb. 6.26.f, S. 111). Auf dieses Verhalten von FDCON wird in
Kapitel 6.8 n aher eingegangen.
Das Problem, dass die sich maximal verst arkende Wellenzahl von der Gitterau
 osung
abh angt, beobachtet auch Richardson (1998). Dieses Ph anomen h angt damit zusammen,
dass die Theorie f ur wachsende Wellenzahlen eine konstante Wachstumsrate vorhersagt,
die Gitterau
 osung allerdings aus technischen Gr unden nicht beliebig mitwachsen kann
(eine Verdoppelung des Gitters f uhrt zu einer Vervierfachung des Speicherbedarfs und zu
erheblich l angeren Rechenzeiten).
Eine M oglichkeit, dieses Problem in den Gri zu bekommen, ist, wie in Kapitel 6.2 auf-
gezeigt, nicht die Wellenzahl zu verkleinern, sondern die Dimensionen der Messbox zu
verringern. Allerdings sind dem ebenfalls Grenzen gesetzt, da eine Verkleinerung der Mess-
box, je nach Normierung, eine gleichzeitige Verkleinerung der 
uiddynamischen Parameter
(Rtn, AZ, u0, _ "0) erfordert und diese ebenfalls nicht beliebig klein gew ahlt werden k onnen
(eine Halbierung der Messbox f uhrt z. B. zu einer Viertelung von Rtn, Tabelle 6.1, S. 72).
So liegen die Grenzen von FDCON aus Stabilit atsgr unden bei einer Modellboxgr oe von
h  h  63  63 m2 bei einer Gitterau
 osung von nx = nz = 101 und itres = 2.
Dass FDCON instabil wird, liegt haupts achlich daran, dass Rtn zu klein wird. Ein noch
zu vertretendes Rtn ist mit f = 0:77 Pas, 0 = 1015, b = 648 und a = 0:01 m gegeben
durch Rtn  2:0  10 3.
6.4 Initiale Porosit¨ atsfelder
Die vorangegangenen Untersuchungen wurden mit einem um 45 ausgelenkten Sinus und
unterschiedlichen Wellenzahlen durchgef uhrt. Im Laufe dieser Arbeit wurden noch weitere
initiale Geometrien auf ihr Verhalten bez uglich der Kanalisierungsinstabilit at untersucht.
Die verschiedenen Geometrien sind in Abbildung 6.6.a - 6.6.e dargestellt. Es handelt sich80 Ergebnisse und Auswertung
hierbei um den bekannten 1D Sinus, sowie die neuen Geometrien:
eine 1D Ellipse, eine Ellipse und eine zuf allige Porosit atsverteilung. Diese Strukturen wur-
den alle mit einem L angen- zu Breitenverh altnis des Rechengebietes von 1 : 1 untersucht,
zus atzlich dazu wurde die zuf allige Porosit atsverteilung auch an einem Rechengebiet mit
einem Verh altnis von 1 : 8 analysiert.
Die Geometrien wurden, mit Ausnahme der zuf alligen Verteilungen, unter verschiedenen
Winkeln bez uglich der Vertikalen ausgelenkt. Die Winkelbezeichnung ist so gew ahlt, dass
0 die Vertikale repr asentiert und die Winkel entgegen dem Uhrzeigersinn anwachsen4.
Es wurden die Winkel 90;70;45;20;0; 20; 45; 70 untersucht. Bedingt durch die
Symmetrie der Geometrien bzgl. der x-Achse ist eine Untersuchung von Winkeln gr oer
als 90 nicht n otig. Weiterhin weisen die Geometrien in der Regel eine Hintergrundporo-
sit at von 3:0% auf. Die verwendeten Perturbationen variieren zwischen 0:1% und 1:0%
f ur den 1D Sinus und +0:1% und +1:0% f ur die restlichen Geometrien. Die zuf allige Poro-
sit atsverteilung weist entweder ein reines weies oder ein tiefpassgeltertes weies Rauschen
(rotes Rauschen) auf. Auf das Gitter FDCONs wurden Perturbationen in einem Wellen-
zahlenbereich von k0
schmcba = 0:26   1:95 bzw., wenn die Normierung von der Volumenvis-
kosit atsrheologie von McKenzie ausgeht, von k0
mckcba = 0:06   0:45 gelegt. Eine Angabe
einer Wellenzahl im  ublichen Sinne ist nur f ur den Sinus sinnvoll. Um dennoch auch bei
den elliptischen Geometrien eine Art Wellenzahl angeben zu k onnen und um untereinander
vergleichbare Modelle zu erhalten, wurden die Breiten dieser Geometrien genau so gew ahlt,
dass sie der entsprechenden Wellenzahl einer Sinusschwingung entsprechen. Demzufolge ist
die Breite der 1D Ellipse durch h=k0
rheo festgelegt, und f ur die konventionelle Ellipse gilt
ein Achsenverh altnis von h=(1:5  k0
rheo) : h=1:5.
4Wie schon in Kapitel 2.4.1 erw ahnt, liegt diese ungew ohnliche Winkelnotation in der Natur der in
Kapitel 3 beschriebenen Kanalisierungsinstabilit at:
Das Anwachsen der Porosit at in den Kan alen, ausgedr uckt durch die Wachstumsrate, folgt in Abh angigkeit
des Auslenkwinkels einem Sinus. Im Falle von Einfacher Scherung weist dieser Sinus ein Maximum bei 135
und ein Minimum bei 45 zur Scherebene auf. Durch die hier angewendete Winkelnotation werden diese
beiden Winkel auf 45 (Maximalwert) und  45 (Minimalwert) transformiert, wodurch eine k unstliche
Punktsymmetrie erreicht wird.6.4 Initiale Porosit atsfelder 81
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Abbildung 6.6. Die Porosit atsfelder der initialen Geometrien [%]82 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.7. Beispiel der experimentell ermittelten normierten Wachstumsraten 0 in
Abh angigkeit des Auslenkwinkels f ur verschiedene Porosit atsverteilungen
f ur k0
schmcba = 1:30.
Theorie 1D Sinus
1D Ellipse q qqqqq 2D Ellipse
6.5 Parameterstudie: Gibbs'sche ¨ Uberschwinger
Die weiterf uhrenden Untersuchungen zeigen, dass lediglich die experimentell ermittelten
Wachstumsraten der 1D Sinus Porosit atsverteilung (Bsp. in Abb. 6.7, gestrichelte Linie)
gut durch eine theoretisch berechnete Wachstumsraten (Abb. 6.7, durchgezogenen Linie)
nach Gleichung 3.8 beschrieben werden konnten, hingegen die Wachstumsraten der 1D
und 2D Ellipse nicht anzupassen sind (Bsp. in Abb. 6.7, Strichpunkt-Linie und gepunktete
Linie). Das Verhalten der beiden letzteren Strukturen weist einen solchen Mist auf, dass
diese allem Anschein nach nicht durch die Theorie der Kanalisierungsinstabilit at erkl arbar
sind.
Es zeigte sich jedoch aufgrund verbesserter Analysealgorithmen, dass das zeitliche Verhal-
ten der Porosit at der 1D und 2D Ellipse, wie in Kapitel 5.1 anf anglich gezeigt, nicht nur auf
einer Seite eine Asymmetrie aufweist (Abb. 5.1.b, x-Position 90 und Abb. 6.8, x-Position6.5 Parameterstudie: Gibbs'sche  Uberschwinger 83
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Abbildung 6.8. Querschnitt einer 1D Ellipse zur x-Achse vor und nach einer Scherdehnung.
Anfangsst orung k0
schmcba = 1:30
St orung nach "xz  0:04 (r uckverschoben, Kap. 5.1)
110   115), sondern zus atzlich auch in dem zu bestimmenden Maximum (Abb. 6.8, bei x
Position 95   105).
Diese Asymmetrie im Maximum der Porosit at (Abb. 6.8, x Position  97), die auf
Gibbs'sche  Uberschwinger zur uckzuf uhren ist, verf alscht die zeitlichen Messungen, da die-
ses Anwachsen schneller abl auft, als das Anwachsen der Porosit at aufgrund der Kanali-
sierungsinstabilit at, und f uhrt somit zu falschen Wachstumsraten. Um dieses numerische
Anwachsen zu analysieren und ggf. aus den weiteren Bestimmungen der Wachstumsrate
herauszurechnen, wurde eine Testreihe f ur die Geometrien 1D Sinus, 1D Ellipse und Ellipse
(initiale Porosit atsverteilung, siehe Abb. 6.6, S. 81) aufgestellt, bei der die Segregation der
Schmelze sehr stark behindert wird, um so das rein numerische Anwachsen der Porosit at
zu erhalten. Da die Segregation der Schmelze  uber die Schmelz-Retentionzahl Rtn gesteu-
ert werden kann, wobei hohe Rtn eine geringe Segregation der Schmelze bedeuten, wurde
diese gegen uber dem Referenzmodell erheblich erh oht (Referenzmodell: Rtn = 0:5; hieraus
folgt mit a = 0:001 m, b = 648 h = 1000 m und m = 1015 Pas eine Fluidviskosit at von
f  0:77 Pas). Da die Fluidviskosit at im Z ahler von Rtn steht, kann durch ihre alleinige84 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.9. Testreihe Numerische Diusion
Theorie Ellipse c 1D Sinus 1D Ellipse
Erh ohung, wobei alle anderen Parameter als konstant angesehen werden, Rtn erh oht wer-
den. Vorstudien zeigten, dass ein Rtn von 1010 die Perkolation der Schmelze sehr eektiv
unterdr uckt. Diese hohe Schmelz-Retentionzahl entspricht mit den oben erw ahnten Gr oen
(a, b, m und h) einer Fluidviskosit at von f  1:51010 Pas. Die weiteren Parameter dieser
Studie sind: alle beschriebenen Auslenkwinkel, k0
schmcba = 0:65;1:30, u0 = 200, AZ = 0,
Rheologie von Schmeling (Glg. 2.24), '0 = 3:0%, ' = 0:1%, Spannungszustand: Einfache
Scherung.
In Abbildung 6.9 ist die sich aufgrund von numerischen Eekten einstellende Wachstumsra-
te 0
num f ur die oben beschriebenen Strukturen dargestellt. Unter der Annahme, dass keine
numerischen Eekte auftreten, w are eine horizontale Linie bei 0
num = 0 f ur alle Auslenk-
winkel zu erwarten. Es ist ersichtlich, dass sich f ur den 1D Sinus eine leicht um 0
num = 0
schwankende Kurve ergibt. Dies spiegelt sich ebenfalls in Abbildung 6.7 wider - der 1D
Sinus deckt sich am besten mit der theoretischen Kurve. Weiterhin ist au allig, dass dort,
wo 0
num;1D Sinus < 0 ist, die Werte der Abbildung 6.7 unterhalb der theoretischen Kurve
liegen und vice versa. F ur die beiden anderen Strukturen, die ein wesentlich st arker ausge-
pr agtes 0
num aufweisen, gilt Vergleichbares. Aus diesem Zusammenhang kann geschlossen6.5 Parameterstudie: Gibbs'sche  Uberschwinger 85
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Abbildung 6.10. Beispiel der Fehlerkurvenkorrektur.
c Num. Versuchsreihe qqqq qq Fehlerkurve
Korrigierte Kurve 1D Sinus Theorie
werden, dass durch einfaches Subtrahieren von 0
num von der eigentlich ermittelten Wachs-
tumsrate 0 eine wesentlich bessere Anpassung m oglich w are. Eine solche Subtraktion ist
in Abbildung 6.10 exemplarisch an den in Abbildung 6.7 dargestellten 1D Sinus und der
2D Ellipse durchgef uhrt.
Bei der Anwendung dieses Verfahrens auf den 1D Sinus zeigt sich (Abb. 6.10.a) eine leichte
Verbesserung - die experimentell ermittelten Wachstumsraten r ucken n aher an die theo-
retisch vorhergesagten Werte. Anders verh alt sich dagegen die 2D Ellipse, hier kann im
Gegensatz zu vorher, wenn auch mit einer geringeren Wellenzahl (Kap. 6.6.4), eine theo-
retische Kurve gefunden werden, die sich gut mit den aus den Experimenten gewonne-
nen Messpunkten deckt. Das Gleiche gilt auch f ur die 1D Ellipse. Demzufolge kann mit
diesem Verfahren der Fehler, der durch Anwendung des verbesserten Upwind-Verfahrens
(Erzeugung von Gibbs'sche  Uberschwingern) entsteht, herausgerechnet werden. F ur eine
systematische Anwendung dieses Verfahrens wurden f ur alle in Kapitel 6.4 beschriebenen
Geometrien sog. Fehlerkurven erstellt und, wie in Abbildung 6.10 gezeigt, angewendet.
Die Form der Fehlerkurven l asst sich durch die Art und Weise, wie der Maximalwert
der Porosit at bestimmt wird, erkl aren. Dieser wird in einer im Rechengebiet (Modellbox)86 Ergebnisse und Auswertung
zentrierten Box bestimmt. Aufgrund der unterschiedlichen Auslenkungen der einzelnen
Strukturen treten diese an unterschiedlichen Seiten dieser Box aus. Strukturen, die einen
Auslenkwinkel von 0; 20 und 45 aufweisen, treten aus dieser oben bzw. unten aus,
alle anderen links bzw. rechts. Alle die oben austreten, erfahren an ihrer Austrittsstelle die
gleiche Advektionsgeschwindigkeit, die die links bzw. rechts austreten, weisen mit zuneh-
mendem Auslenkwinkel beim Austritt eine geringere Advektionsgeschwindigkeit auf. Nun
steigen bekanntlich mit zunehmender Geschwindigkeit die Gibbs'schen  Uberschwinger an.
Aus diesem Grund weisen die Strukturen, die oben austreten, vergleichbare und zugleich
die gr oten 0
num auf, w ahrend die seitlich austretenden mit zunehmendem Auslenkwinkel
und damit immer kleiner werdender Advektionsgeschwindigkeit ein schw acheres 0
num auf-
weisen. Ein Spezialfall ist der Auslenkwinkel 90, bei diesem tritt kein 0
num auf, obwohl
diese Struktur eine endliche Advektionsgeschwindigkeit aufweist. Dies liegt daran, dass die
Struktur eine in horizontaler Richtung konstante Porosit at aufweist und somit keine in
dieser Richtung verlaufenden Gibbs'schen  Uberschwinger ausbilden kann.
Au allig ist, dass dieses Verhalten nur bei der 1D und 2D Ellipse auftritt und nicht beim
Sinus. Betrachtet man die zweiten Ableitungen der elliptischen Geometrien ( Abb. 6.11,
gepunktete Linie), so ist ersichtlich, dass genau beim  Ubergang der St orung zur Hinter-
grundporosit at jeweils ein Maximum auftritt (x-Position: 92 und 113). So  andert sich dort
die Porosit at auf kurzer Distanz stark, wodurch sich bevorzugt Gibbs'sche  Uberschwinger
ausbilden k onnen. Anders verh alt sich der Sinus. Dort, wo sich die Porosit at stark  andert
(erste Ableitung = Cosinus), verl auft diese  Anderung sanft (zweite Ableitung = Sinus),
w ahrend dort, wo sie sich schwach  andert, diese  Anderung zwar stark ist, aber ihre Am-
plituden sehr klein sind. Aus diesem Grund k onnen sich bei der Verwendung eines Sinus
keine Gibbs'schen  Uberschwinger ausbilden.6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 87
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Abbildung 6.11. Darstellung eines Horizontalquerschnitts einer 1D Ellipse (k0
schmcb = 1:30)
und deren erste und zweite Ableitung.
Horizontalquerschnitt der Porosit at
1. Ableitung (250-fach  uberh oht)
qqqq qq 2. Ableitung (2000-fach  uberh oht)
6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung
In dieser Parameterstudie liegt das Augenmerk auf dem Ein
uss des Deformationszustan-
des Einfache Scherung auf die Kanalisierungsinstabilit at. Hierzu werden die in Kapitel 6.4
beschriebenen initialen Porosit atsverteilungen (' = 3:0%  0:1% bzw. 1:0%) einer Ein-
fachen Scherung unterzogen, die eine Dehnungsrate von _ " = 10 10 s 1 aufweist. Tabelle
B.1 des Anhangs B gibt einen  Uberblick  uber die durchgef uhrten Versuche. Die weiteren
Parameter sind:
Rheologie von Schmeling (Glg. 2.24), die Versuchsreihe wird unter trockenen Bedingun-
gen durchgef uhrt und die Wellenzahl variiert in einem Bereich von k0
schmcba = 0:26   1:95,
Skalierungsl ange h = 1000 m, Skalierungsviskosit at 0 = 1015 Pas.
Alle Wachstumsraten sind mit den Fehlerkurven korrigiert.
Im Nachfolgenden werden die Experimente beschrieben, die mit diesen Anfangs- und Ne-
benbedingungen erstellt wurden.88 Ergebnisse und Auswertung
−90 −70 −45 −20 0 20 45 70 90
−2
−1
0
1
2
P
S
f
r
a
g
r
e
p
l
a
c
e
m
e
n
t
s
Auslenkwinkelwinkel 
 []

0
C
B
A
Abbildung 6.12. Die Wachstumsrate 0 (
) f ur einen 1D Sinus (ES)
Theorie f ur k0
schmcba = 0:26;0:65;1:30;1:95
num. k0
schmcba = 0:26, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 0:26, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 0:65, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 0:65, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 1:30, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 1:30, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 1:95, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 1:95, ' = 0:1%
6.6.1 1D Sinus
Kleine Dehnung
Abbildung 6.12 zeigt die Wachstumsrate 0
CBA eines 1D Sinus bei verschiedenen Auslenk-
winkeln. Die schwarzen Linien stellen den theoretischen Verlauf der Wachstumsraten f ur
k0
schmcba = 0:26;0:65;1:30;1:95 dar, die farbsatten Linien zeigen die Versuchsreihe mit einer
Perturbation von ' = 1:0%, und die pastellfarbenen Linien bilden die Versuchsreihe mit
einer Perturbation von ' = 0:1% ab.
Es zeigt sich deutlich, dass die Wachstumsrate 0
CBA als Funktion des Auslenkwinkels einem
Sinus folgt, der bei 45 Auslenkung ein Maximum aufweist. Weiterhin wird die analytische
L osung am besten durch eine Perturbation von ' = 0:1% reproduziert. Ferner wird
bei einer Wellenzahl von k0
schmcba = 1:95 der Ein
uss der Gitterau
 osung deutlich. Die
erzielten Wachstumsraten liegen phasengleich, aber niedriger als die theoretischen Werte.6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 89
Dies steht im Einklang mit den Resultaten aus Kapitel 6.3, bei denen ein deutlicher Abfall
der Wachstumsrate ab einer Wellenzahl von k0
schmcba = 1:56 erfolgte.
Aus dieser Studie kann geschlossen werden, dass FDCON unter Ber ucksichtigung der Feh-
lerkurven f ur Einfache Scherung die theoretischen Ergebnisse bis zu einer Wellenzahl von
k0
schmcba = 1:30 sehr gut zu reproduzieren vermag.
Auerdem ist ersichtlich, dass die Verwendung einer Perturbationsamplitude von ' =
1:0% in allen F allen eine starke Abweichung von der in der Theorie der Kanalisie-
rungsinstabilit at vorhergesagten Wachstumsrate hervorruft. Eine naheliegende Erkl arung
daf ur ist, dass, da diese Perturbationsamplitude mehr als 30% der Hintergrundporosit at
ausmacht, die lineare Stabilit atsanalyse ihre G ultigkeit verliert. Dies ist auch in Abbil-
dung 6.13 erkennbar, da f ur jeweils gleiche Wellenzahlen, jedoch mit unterschiedlichen
Perturbationen, ein unterschiedliches Anwachsen der Maximalporosit at erfolgt, demnach
ein  uberexponentielles Wachstum stattndet. Aus diesem Grund ist eine Startporosit ats-
perturbation von ' = 0:1% f ur weitere Parameterstudien zu bevorzugen, um im G ultig-
keitsbereich der linearen Stabilit atsanalyse zu bleiben.
Große Dehnung
In dieser Studie wird ein 1D Sinus mit einer Wellenzahl von k0
mckcba = 0:21 und einer
initialen Auslenkung von 45 einer Langzeitdehnung ausgesetzt. Die weiteren Parameter
sind:
Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22), die Versuchsreihe wird unter trockenen Bedingungen
durchgef uhrt, Skalierungsl ange h = 1000 m, Skalierungsviskosit at 0 = 1015 Pas, Rtn =
0:5, _ "0 = 10 10 s 1, ' = 3:0  0:01%.
In Abbildung 6.14 ist die Entwicklung der Porosit at in Abh angigkeit der Scherdehnung
dargestellt. Deutlich zu erkennen ist, dass in Abbildung 6.14.a die Porosit at exponentiell
ansteigt. Wird die Anfangsphase n aher betrachtet (Abb. 6.14.c und Abb. 6.14.d), so ist
ersichtlich, dass diese in zwei weitere Phasen unterteilt werden kann:90 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.13. Logarithmus der normierten Maximalporosit at '; = '("xz)='0 f ur ver-
schiedene Wellenzahlen und Porosit atsperturbationen in Abh angigkeit der Scherdehnung
zur Analyse des Anwachsverhaltens ( uber-, unter-, exponentiell) der Porosit at im Anfangs-
stadium.
num. k0
schmcba = 0:26, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 0:26, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 0:65, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 0:65, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 1:30, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 1:30, ' = 0:1%
num. k0
schmcba = 1:95, ' = 1:0% num. k0
schmcba = 1:95, ' = 0:1%
Phase Ia, in der die Porosit at mit zunehmender Scherdehnung ansteigt (Abb. 6.14.c, " 
0:5), sowie Phase Ib, in der die Porosit at mit zunehmender Scherdehnung abf allt (Abb.
6.14.c, 0:5  "  0:95).
In Phase Ia betr agt der initiale Auslenkwinkel der Porosit atsperturbation 45 (Abb. 6.15.a).
Er liegt also im Bereich der gr oten Wachstumsrate. Jedoch wird die Perturbation mit zu-
nehmender Scherung aufgerichtet (der Auslenkwinkel geht gegen 0), wodurch die Wachs-
tumsrate stetig abnimmt und somit auch die Perturbation immer schw acher anw achst. Hat
die Perturbation aufgrund der Scherung einen Auslenkwinkel von 0 erreicht (Abb. 6.15.b),
tritt Phase Ib ein. In dieser Phase herrscht eine negative Wachstumsrate vor, was zur Folge
hat, dass die angewachsene Porosit atsperturbation abgebaut wird. Bei anhaltender Deh-
nung wird die Perturbation aufgrund der Einfachen Scherung immer weiter gedreht (Abb.
6.15.c), bis sie bei einer Scherdehnung von "xz = 1 eine maximale Auslenkung von  456.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 91
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b) Log der Porosit atsperturbation
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c) Porosit atsverlauf bis "xz = 1:19
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d) Porosit atsverlauf ab "xz = 1:19
Abbildung 6.14. Maximal Porosit at in Abh angigkeit der Scherdehnung f ur einen initial 45
orientierten Sinus (ES, _ " = 10 10 s 1)
erreichen w urde. Dementsprechend sollte Phase Ib, bei der eine negative Wachstumsrate
herrscht, nicht mehr verlassen werden, was letztendlich zu einem Ausgleich der Perturbati-
on f uhren w urde. Jedoch tritt ab einer Scherdehnung von "xz  0:8 ein erneutes Wachstum
der Porosit at auf, welches sich mit zunehmender Scherung verst arkt und dem Ausgleichen
der Perturbation entgegenwirkt. Der bei dieser Dehnung mittlerweile auf ca.  35 ori-
entierte, urspr ungliche 1D Sinus (Abb. 6.15.c) weist deutliche Porosit atsmaxima auf, die
anfangen zu zerfallen. Dieser Zerfallsprozess ist dadurch gekennzeichnet, dass senkrecht zu
dem Sinus kleine 2D Ellipsen entstehen (Abb. 6.15.d). Diese nach ca. 30 ausgerichteten92 Ergebnisse und Auswertung
Schmelzlinsen verbleiben nun in dieser Stellung (Abb. 6.15.e-6.15.f) und verst arken sich
anfangs exponentiell (Abb. 6.14.b, rote gestrichelte Linie bei 1:3  "xz  1:8), w ahrend sie
sich im sp ateren Verlauf  uberexponentiell verst arken (Abb. 6.14.b, rote gestrichelte Linie
bei 2:0  "xz  2:6). In den Zwischenstadien (1:2  "xz  1:3, sowie 1:8  "xz  2:0)
kann aufgrund von Spr ungen (Kap. 6.1) nicht eindeutig identiziert werden, was f ur ein
Wachstum vorliegt. Weiterhin ist der Abfall der Wachstumsrate f ur "xz  1:2 ebenfalls
erkennbar.
Dieser beschriebene Zerfallsprozess des 1D Sinus erfolgt aufgrund kleiner St orungen, die
sich in der 1D Sinusperturbation in der
"
zweiten\ Dimension ausbilden. Diese werden nun
durch die unterschiedlich starke numerische Diusion, welche um so gr oer ist, je h oher die
Advektionsgeschwindigkeit ist (Kap. 6.5), beein
usst. Hierdurch wird dem System ein ver-
tikal verlaufender Porosit atsgradient aufgepr agt, der dazu f uhrt, dass am Boden eine leicht
h ohere Porosit at anzutreen ist, als weiter oben. Durch die Scherung wird dieser Gradient,
ebenfalls wie die Perturbation, gedreht. Anfangs, bei einer initialen 45 Orientierung des 1D
Sinus, liegt der Gradient parallel zur maximalen Kompressionsspannung, wodurch sich kein
Ein
uss dieses Gradienten auf den Kanal ergibt. Mit zunehmender Scherung wird jedoch
der Gradient immer mehr gedreht, wodurch er letztendlich senkrecht zur maximalen Kom-
pressionsspannung verl auft, dementsprechend steigt die sich ausbildende Wachstumsrate
des Gradienten immer mehr an. Hierdurch wird sich die Schmelze innerhalb des Kanals
zusammenziehen und, wenn kleine St orungen in diesem Gradienten existieren, Schmelz-
linsen bilden, die parallel zur maximalen Kompressionsspannung verlaufen. Aufgrund des
numerischen Rauschens m ussten demnach alle Kan ale solche Strukturen aufweisen, jedoch
ist ersichtlich, dass sich diese nur in bestimmten Kan alen ausbilden. Dass einige Kan ale
gegen uber anderen Kan alen bevorzugt werden, liegt daran, dass die periodischen Rand-
bedingungen nicht perfekt erf ullt sind, so liegt z.B. ein sehr kleiner Versatz der vertikal
verlaufenden Porosit at am Rand vor. Dieser Versatz ist wesentlich kleiner als die eigent-
liche Perturbation, jedoch auch wesentlich gr oer als das numerische Rauschen, wodurch
sich dieser Versatz nach einer gewissen Zeit verst arkt und zu dem besagten Muster f uhrt.6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 93
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Abbildung 6.15. Porosit atsverteilung [%] eines initial 45 orientierten Sinus in Abh angigkeit
der Scherdehnung bei einer Scherdehnungsrate von _ "xz = 10 10 s 1
6.6.2 1D Ellipse
Eine 1D sinusf ormige Perturbation ist in den Tiefen des Untersuchungsgebietes (ca. 80
km Tiefe) eher unwahrscheinlich. Die in der Einleitung besprochenen Netzwerke sollten
sich eher aus einzelnen Schmelzlinsen/-ellipsen ausbilden, die eine beliebige initiale Ori-94 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.16. Die Wachstumsrate 0 (
) f ur eine 1D Ellipse (ES)
Theorie f ur k0
schmcba = 0:26;0:39;0:52 Theorie f ur k0
schmcba = 0:45;0:58
k0
schmcba = 1:30 ! kschmcba;effES = 0:58
k0
schmcba = 1:17 ! kschmcba;effES = 0:52
k0
schmcba = 1:04 ! kschmcba;effES = 0:45
k0
schmcba = 0:78 ! kschmcba;effES = 0:39
k0
schmcba = 0:65 ! kschmcba;effES = 0:26
entierung im Raum aufweisen. Folglich wurde die 1D sinusf ormige Perturbation auf eine
halbe Schwingung reduziert, welche allerdings die Breite einer ganzen urspr unglichen 1D
Sinusschwingung aufweist (1D Ellipse, Abb. 6.6.b). Hierdurch kann die zur Charakterisie-
rung einer Sinusschwingung verwendete Wellenzahl ebenfalls f ur die 1D Ellipse verwendet
werden. Die Breite der 1D Ellipse ist durch h=k0
schmcba bestimmt.
In einem Wellenzahlbereich von k0
schmcba  1:30 (Kap. 6.3 und Kap. 6.6.1) ist die Auf-
l osung des verwendeten numerischen Gitters hinreichend. Da jedoch die Wachstumsrate
bei k0
schmcba  0:26 sehr klein wird und dementsprechend lange Experimente durchgef uhrt
werden m ussen, um einen deutlichen Anstieg der Porosit at zu erhalten, die Experimen-
te dennoch in einer akzeptablen Zeitspanne durchgef uhrt werden sollen, sollten die wei-
terf uhrenden Experimente deutlich  uber k0
schmcba = 0:26 liegen. Dementsprechend erfolgt
eine Variation der Wellenzahl nur in einem Bereich von 0:65  k0
schmcba  1:30.6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 95
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Abbildung 6.17. Powerspektren f ur zwei 1D Sinus und eine 1D Ellipse
 Spektrum f ur 1D Ellipse k0
schmcba = 1:30
Spektrum f ur 1D Sinus k0
schmcba = 0:57
Spektrum f ur 1D Sinus k0
schmcba = 1:30
Die Spektren f ur die 1D Sinus weisen jeweils nur an einer Stelle einen Peak mit
einer Amplitude von 0:01 auf. Da die anderen Spektren wesentlich kleiner sind, ist
lediglich die Position diese beiden Peaks als vertikale Linie eingezeichnet.
Wie schon in Kapitel 6.6.1 erw ahnt, folgen die numerischen Ergebnisse (Abb. 6.16) einem
Sinus. Dieser Sinus verl auft zwar phasengleich mit dem der Theorie, seine Amplitude ist
jedoch wesentlich kleiner. Wird allerdings anstelle der Wellenzahl k0
schmcba eine eektive
Wellenzahl von k0
schmcba;effES = 0:5 k0
schmcba   0:06 verwendet, kann eine  Ubereinstimmung
der Amplituden erreicht werden.
Diese Reduzierung kann dadurch erkl art werden, dass, wird die 1D Ellipse Fourier zerlegt,
in ihrem Spektrum wesentlich mehr Wellenzahlen vertreten sind als bei einem Sinus. In
Abbildung 6.17 sind die Spektren dieser beiden Strukturen dargestellt.
In dem Spektrum der 1D Ellipsenstruktur ist deutlich zu erkennen, dass diese aus einer
Vielzahl von Wellenzahlen zusammengesetzt ist. Dies hat zur Folge, dass die Kanalisie-
rungsinstabilit at nicht nur, wie beim Sinus, durch eine ausgezeichnete Wachstumsrate ge-
steuert wird, sondern das Wachstum durch eine Summe von vielen Wellenzahlen bestimmt96 Ergebnisse und Auswertung
wird. Hinzu kommt, dass die Hauptenergie der 1D Ellipse mit k0
schmcba = 1:30 bei Wellen-
zahlen liegt, welche kleiner als die des 1D Sinus mit k0
schmcba = 1:30 (gestrichelte Linie)
sind. Aus diesem Grund erfolgt, wenn k0
schmcba = 1:30 in der Berechnung der theoretischen
Wachstumsrate f ur die 1D Ellipse nach Gleichung 3.8 verwendet wird, eine  Ubersch atzung
derselben. Wird Abbildung 6.16 dahingehend ausgewertet5, welche Wellenzahl eines 1D
Sinus am besten die 1D Ellipsenwachstumsraten reproduziert, so folgt, dass, wird eine
eektive Wellenzahl von k0
schmcba;effES = 0:5k0
schmcba   0:06 verwendet, die Theorie der li-
nearen Stabilit atsanalyse, die ja von einer einzigen Wellenzahl ausgeht, ebenfalls auf die
1D Ellipse angewendet werden kann. Die Verwendung der eektiven Wellenzahl hat im
Spektrum zur Folge, dass der Peak des Sinus mehr in den Bereich der Hauptenergie der
1D Ellipse zum liegen kommt (durchgezogenen Linie). Hierdurch kann, da der Proportio-
nalit atsfaktor unabh angig von der hier vorgestellten Rheologie ist, unter Verwendung von
k0
rheo;effES die Wachstumsrate f ur eine 1D Ellipsenstruktur vorhergesagt werden.
6.6.3 Ellipse
Die Untersuchung der 1D Strukturen lieferte interessante Ergebnisse bez uglich der Geo-
metrien und deren Ein
uss auf die Kanalisierungsinstabilit at. Der n achste Schritt ist die
Untersuchung von Schmelzlinsen (elliptische Perturbationen), welche ein Anfangsstadium
von Kan alen widerspiegeln sollen. Diese elliptischen Perturbationen werden durch ihr Ach-
senverh altnis bestimmt. Um die eingef uhrte Wellenzahl k0
schmcba des 1D Sinus ebenfalls
verwenden zu k onnen, gilt folgende Konvention:
Die lange Halbachse der Ellipse betr agt stets h=1:5, und f ur die kurze Halbachse gilt
h=k0
schmcba (Kapitel 6.6.2).
In dieser Studie variiert der Auslenkwinkel wie zuvor und die Wellenzahl k0
schmcba in einem
Bereich von k0
schmcba = 0:25   1:94. Die Amplitude der Perturbationen betr agt ' = 0:1%.
5lineare Regression der k0
schmcba bez uglich der k0
schmcba;effES6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 97
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Abbildung 6.18. Die Wachstumsrate 0 (
) f ur eine Ellipse (ES)
Theorie f ur k0
schmcba = 0:26;0:65;1:30;1:95
Theorie f ur k0
schmcba = 0:10;0:39;0:71;0:91
k0
schmcba = 0:26 ! kschmcba;effES = 0:10
k0
schmcba = 0:65 ! kschmcba;effES = 0:39
k0
schmcba = 1:30 ! kschmcba;effES = 0:71
k0
schmcba = 1:95 ! kschmcba;effES = 0:91
Nach der Korrektur der Rohdaten mit den Fehlerkurven k onnen die Phase und die Am-
plitude wiederum, wie in Kapitel 6.6.2 beschrieben, durch eine eektive Wellenzahl von
k0
schmcba;effES = 0:47 k0
schmcba+0:03 gut mit der Theorie in Einklang gebracht werden (Abb.
6.18).
Hierbei ist zu beachten, dass, um die im vorherigen Kapitel beschriebene Erkl arung der ef-
fektiven Wellenzahl ebenfalls f ur die 2D Ellipse anwenden zu k onnen, der Querschnitt durch
die maximale Perturbation verlaufen muss. Weiterhin ist erkennbar, dass die Reduzierung
st arker ausf allt als bei der 1D Ellipse (Abb. 6.18). Dies beruht darauf, dass die Kanali-
sierungsinstabilit at in diesem Fall von Porosit atsgradienten in nunmehr zwei Dimensionen
bestimmt wird. Dieser zweite Gradient der Porosit at verl auft stets orthogonal zum ersten,
wodurch der Richtungsverlauf des einen Gradienten auf die Wachstumsrate verst arkend
wirkt, w ahrend der zweite eine Abschw achung hervorruft. Aufgrund der unterschiedlich98 Ergebnisse und Auswertung
langen Halbachsen und damit unterschiedlicher Wellenzahlen in Richtung der Gradienten,
 uberwiegt einer der beiden Eekte. Dies bewirkt eine gegen uber der 1D Ellipse niedrigere
eektive Wellenzahl k0
schmcba;effES.
6.6.4 Resultate der Parameterstudien Einfache Scherung
Die Ergebnisse der 1D Sinusstruktur mit einer Perturbation von '0:1% k onnen gut durch
die Theorie der Kanalisierungsinstabilit at vorhergesagt werden. Die mit einem '1:0% zei-
gen jedoch nicht vernachl assigbare Unterschiede auf, die allerdings darauf zur uckzuf uhren
sind, dass die lineare Stabilit atsanalyse der Kanalisierungsinstabilit at bei solch groen Per-
turbationen ihre G ultigkeit verliert, da die Berechnungen im nichtlinearen Bereich erfolg-
ten. In beiden F allen tritt bei den zur Berechnung der Wachstumsrate benutzen Daten
kein  uber- oder unterexponentielles Wachstum auf.
Da FDCON eine
"
interne\, mit steigender Wellenzahl und Geschwindigkeit zunehmende,
numerische Wachstumsrate aufweist, m ussen die Rohdaten mit den Fehlerkurven korrigiert
werden.
Es sei weiterhin angemerkt, dass die hier vorgestellte Theorie der Kanalisierungsinstabilit at
weder f ur 2D Strukturen, noch f ur 1D nichtperiodische Geometrien entwickelt wurde, diese
Strukturen jedoch mit Hilfe einer Fourier Analyse zerlegt werden k onnen und das Resultat
dieser Zerlegung auf die Kanalisierungsinstabilit atstheorie angewendet werden kann, um
dennoch eine theoretische Wachstumsrate vorhersagen zu k onnen.
Meines Erachtens kann ebenfalls eine theoretische Wachstumsrate vorhergesagt werden,
wenn die f ur die Theorie vorgeschriebene Wellenzahl k0
schmcba durch eine eektive Wellenzahl
k0
schmcba;effES ersetzt wird, mit
k
0
schmcba;effES =
8
> > > > > <
> > > > > :
k0
schmcba 1D Sinus
0:5 k0
schmcba   0:06 1D Ellipse
0:47 k0
schmcba + 0:03 Ellipse.
(6.9)6.6 Parameterstudie: Einfache Scherung 99
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Abbildung 6.19. Bestimmung der eektiven Wellenzahl f ur alle getesteten endlichen Geo-
metrien (Einfache Scherung)
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Regressionsgerade 1D Ellipse 3 1D Ellipse
qqqq qq Regressionsgerade Ellipse  Ellipse
Diese Zusammenh ange entstammen einer linearen Regression der eektiven Wellenzahlen
bez uglich der theoretischen Wellenzahlen, mit denen die Geometrie erstellt wurde (Abb.
6.19). Allem Anschein nach wirkt sich die Breite und damit das Frequenzspektrum der
positiven Perturbation entscheidend auf die Amplitude der Wachstumsrate aus.
Das Anwachsen der Perturbationen verl auft bis hin zu groen Dehnungen exponentiell, le-
diglich bei extrem angewachsenen Perturbationen ('  10%) konnte ein  uberexponentielles
Wachstum festgestellt werden.
Abschlieend sei erw ahnt, dass, bedingt durch die verwendete Gitterau
 osung, ein Abfall
der Wachstumsrate bei einer normierten Wellenzahl von k0
schmcba  1:56 auftritt. Hierdurch
wird das von FDCON zu l osende Modell gitterau
 osungsabh angig. Dies fand ebenfalls
Richardson (1998). Als
"
Workaround\ kann anstelle der normierten Wellenzahl k0
schmcba die
Skalierungsl ange h (f ur FDCON bis zu h  60 m) bei festgehaltener Wellenzahl variiert
werden. Hierdurch k onnen Strukturen im Zehnermeterbereich untersucht werden.100 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.20. Die Wachstumsrate 0 (
) f ur alle initialen Strukturen (RS)
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6.7 Parameterstudie: Reine Scherung
Aus Gr unden der Vollst andigkeit6, aber auch mit der Honung, gr oere Au
 osungen7 zu
erreichen, wurde ebenfalls der Deformationszustand Reine Scherung untersucht. Es wur-
den die gleichen initialen Geometrien wie in Kapitel 6.6 analysiert, allerdings nur f ur die
Wellenzahlen k0
schmcba = 0:65 und k0
schmcba = 1:30, da bei diesen der Eekt der Kanalisie-
rungsinstabilit at unter den verwendeten Randbedingungen am besten aufgel ost wird. Eine
genaue Parameterliste ist im Anhang B, Tabelle B.1, zu nden.
6Unter 
uiddynamischen Bedingungen unterscheiden sich Einfache Scherung und Reine Scherung nur
durch rot~ u.
7Aus Symmetriegr unden ist es nur n otig, 1=4 des Untersuchungsgebietes zu berechnen, wodurch bei
gleichbleibendem nx und nz gegen uber Einfacher Scherung eine doppelt so groe Gitterau
 osung erreicht
werden kann.6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 101
In Abbildung 6.20 ist deutlich erkennbar, dass, unter Verwendung der Fehlerkurven f ur
Reine Scherung, alle untersuchten Geometrien durch eine theoretische Kurve mit einer
eektiven Wellenzahl von
k
0
schmcba;effRS =
8
> > > > > <
> > > > > :
k0
schmcba 1D Sinus
0:37 k0
schmcba 1D Ellipse
0:62 k0
schmcba Ellipse.
(6.10)
klar wiedergegeben werden k onnen.
Nach den vielversprechenden Ergebnissen der Parameterstudie Einfacher Scherung konnte
mit FDCON ebenfalls unter der Dehnungsbedingung Reiner Scherung das Verhalten der
Kanalisierungsinstabilit at reproduziert werden.
Da jedoch in dieser Arbeit die Kanalisierungsinstabilit at vor allem bei groen Dehnungen
untersucht werden soll, die M oglichkeit, unter der Dehnungsbedingung Reiner Scherung
diese zu modellieren mit FDCON aber nur bedingt gegeben ist, wird die weitere Untersu-
chung der Kanalisierungsinstabilit at weitgehend auf die Verwendung dieses Deformations-
zustandes verzichten, zumal er sich von dem der Einfachen Scherung im 
uiddynamischen
Sinne nur um eine Rotation unterscheidet.
6.8 Parameterstudie: Zuf¨ allige Porosit¨ atsverteilung
Die vorangegangenen Untersuchungen zeigen f ur einfache Geometrien deutlich, dass die
maximale Wachstumsrate parallel zur maximalen Kompressionsspannung verl auft. Dem-
zufolge sollten sich bei einer zuf alligen Porosit atsverteilung, die Einfacher Scherung aus-
gesetzt wird, Strukturen (Schmelzlinsen oder sogar Kan ale) bilden, die parallel zu der
maximalen Kompressionsspannung verlaufen. In dieser Parameterstudie wird untersucht,
ob und wie sich solche Strukturen ausbilden. So ist z. B. von Interesse, welche Art von
Kan alen entstehen:102 Ergebnisse und Auswertung
lange, zusammenh angende Kan ale oder nur kleine Schmelzlinsen, die sich ab und an zu
l angeren Kan alen zusammenf ugen.
Weiterhin wurde untersucht, wie ein Kanalsystem auf groe Scherdehnungen reagiert. Auf-
grund der Scherdehnungen bei Einfacher Scherung werden ausgebildete Schmelzlinsen oder
Kan ale stetig aus der optimalen Auslenkung herausgedreht; dies w urde wiederum zu einer
Abnahme der Wachstumsrate f uhren und dem letztendlichen Verschwinden dieser Struk-
turen. In Feldbeobachtungen von Kelemen et al. (2000) lassen sich aber eindeutig Ka-
nalsysteme entdecken. Demnach k onnte der Prozess der Kanalisierungsinstabilit at dem
Prozess des Herausdrehens entgegenwirken , wodurch die Kan ale erhalten bleiben und ggf.
Scherb ander ausbilden, bei denen sich einzelne Kanalst ucke aufgrund unterschiedlicher
Advektionsgeschwindigkeiten wieder zusammennden und so wieder zusammenh angende
Kanal ausbilden.
Gilt dies f ur das gesamte Kanalsystem, f ur einzelne Kan ale oder gar nur f ur eine Schmelz-
linse, die einen kleinen Abschnitt eines Kanals widerspiegelt?
Eine weitere M oglichkeit, die Beobachtungen von Kelemen et al. (2000) zu erkl aren, w are,
dass sich das Kanalsystem unter Reiner Scherung gebildet hat, denn dabei tritt der Ef-
fekt des Herausdrehens nicht auf, da die Richtung der maximalen Kompressionsspannung
parallel zu der Kompressionskomponente verl auft. Reine Scherung ohne eine Superpositio-
nierung von Einfacher Scherung im oberen Mantel zu erhalten ist sehr unwahrscheinlich.
Aus Abbildung 6.21 ist ersichtlich, dass sich bei lediglich 25% Einfacher Scherung schon
deutlich ausgelenkte inhomogene Kan ale ausbilden, die, wie sp ater gezeigt wird, im Lauf
anhaltender Dehnung weiter zerfallen werden.
Abbildung8 6.22 gibt Aufschluss  uber die Verteilung dieser beiden Spannungszust ande
und deren Superpositionierung anhand der normierten dimensionslosen Wirbelst arke  0
21
in einem 400 km breiten und 200 km tiefen Gebiet, welches einen ausgebildeten Plume
und einen MOR an der linken Seite des Gebietes aufweist9 Die eingezeichnete Konturlinie
8Die Versuchsparameter sind gem a Kap. 6.11 gew ahlt.
9Anmerkung: Das Streifenmuster im oberen Teil der Abbildung 6.22 beruht darauf, dass in der Li-
thosph are die deviatorischen Spannungen gegen Null gehen. Diese sind jedoch f ur die Berechnung der6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 103
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Abbildung 6.21. Porosit atsverteilung [%] bei einer Superpositionierung von 25% Einfacher
und 75% Reiner Scherung nach "  0:35 bei _ " = 5:0  10 10 m 1 (Rtn = 0:5, Rheologie
McKenzie, 0 = 1015 Pas, h = 1000 m).
repr asentiert eine dimensionslose normierte Wirbelst arke von  0
21 = 0:25, also 25% Einfache
und 75% Reine Scherung. Deutlich ist zu erkennen, dass nur wenige Gebiete (gr un) eine
Superpositionierung aufweisen, bei der die Einfache Scherung weniger als 25% ausmacht.
Aus diesem Grund kann angenommen werden, dass Kan ale eher in einem Regime entstehen,
das eine nicht zu vernachl assigende Komponente von Einfacher Scherung enth alt.
Um diesen und weiteren Fragen nachzugehen, wurden zwei verschiedene, zuf allige Poro-
sit atsverteilungen erzeugt:
Ein tiefpassgeltertes weies Rauschen (rotes Rauschen, Abb. 6.6.d, S. 81, Powerspek-
trum 6.23), sowie ein angen ahertes weies Rauschen (Abb. 6.32.a, S. 123, Powerspektrum
6.23). Da die zuf alligen Perturbationen gut durch das FDCON-Gitter aufgel ost werden soll-
ten und in benachbarten Gitterpunkten keine groen Porosit atsspr unge auftreten sollten,
welche, wie in Kapitel 5.1 gezeigt wurde, zu unerw unschten Gibbs'schen  Uberschwingern
f uhren k onnen, wurde zuerst das rote Rauschen untersucht.
Richtung der maximalen Kompressionsspannung n otig. Ausdiesem Grund ist die Richtung nicht eindeutig
bestimmbar, was sich in diesem Muster widerspiegelt und dementsprechend keiner weiteren Beachtung
bedarf.104 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.22. Die Wirbelst arke  0 eines Str omungsfeldes, welches von einem aufsteigen-
den Plume unter einem spreizenden MOR nach  2 Ma erzeugt wird.
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Abbildung 6.23. Powerspektrum der zuf alligen Porosit atsverteilungen
Powerspektrum rot
Powerspektrum wei (angen ahert)
6.8.1 Scherdehnungsexperimente:Kleine Dehnung
Diese Experimente dienen der Kl arung der eingangs erw ahnten Frage der Bildung eines
Kanalsystems aus einer zuf alligen Verteilung. Sowohl eine gegl attete, wie auch eine rein6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 105
zuf allige Porosit atsverteilung wurden hierf ur bis zu einer Scherdehnung von "xz  4 ge-
schert, allerdings werden in diesem Kapitel nur die Ergebnisse bis zu einer Scherdehnung
von "xz  0:8 betrachtet. Die Ergebnisse der Langzeitstudie sind in Kapitel 6.8.2 auf-
gef uhrt.
Die Experimente wurden mit einer Dehnungsrate von _ "xz = 10 10 s 1, Rtn = 0:5, AZ = 0
und der Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22) durchgef uhrt.
Die Schmelze sammelt sich anf anglich in leicht gebogenen, zusammenh angenden Kan alen
mit einer inhomogenen Porosit atsverteilung an, die Auslenkung der Kan ale ist oensicht-
lich nicht, wie es nach der Theorie zu erwarten w are,  uberall gleich, sondern nimmt in
z-Richtung ab (Abb. 6.24). Die tiefer liegenden Kan ale weisen einen niedrigeren Auslenk-
winkel auf, als die sich  uber ihnen bendlichen. Weiterhin verl auft der  Ubergang zwischen
den beiden Extremauslenkungen stetig.
Theoretisch sollten sich  uberall elliptische Schmelztaschen parallel zur maximalen Kom-
pressionsspannung, also in 45, ausbilden. Spiegelmans (2003) Analyse zeigt allerdings, dass
durch die starke Nichtlinearit at der Kanalisierungsinstabilit at (e-Funktion) nur Schmelz-
taschen, die sich anf anglich unter einem Winkel von 60 bilden, den Scherungsprozess
 uberstehen:
Kan ale, die sich anf anglich bei 45 ausbilden, weisen zwar die h ochste Wachstumsrate auf
und besitzen nur eine kleine Porosit atsperturbation, werden aber durch die Scherdehnung
fr uhzeitig aus der optimalen Wachstumsrate herausgedreht. Diese Kombination ist derart
ung unstig, dass sich diese Kan ale letztendlich zur uckbilden. Hingegen werden Kan ale, die
anf anglich unter 60 gebildet wurden, durch die Scherung zusehends in die optimale Aus-
lenkung gedreht. Zugleich k onnen sie bei diesem Prozess anwachsen, wodurch sie in ihrem
optimalen Stadium (45) eine groe Porosit atsperturbation aufweisen. Die daraus folgen-
de Kombination, groe Porosit atsperturbation sowie groe Wachstumsrate, f uhrt zu einer
eektiveren Verst arkung als f ur Kan ale, die initial unter 45 gestartet sind.106 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.24. Porosit atsverteilung [%] in Abh angigkeit der Scherdehnung (kleine Deh-
nung)
Aus diesem Prozess kann eine Erkl arung der Ungleichverteilung des Auslenkwinkels abge-
leitet werden:
Die Ungleichverteilung beruht haupts achlich auf numerischer Diusion, welche im unte-
ren Bereich, bedingt durch die geringeren Geschwindigkeiten, kleiner ist, als im oberen6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 107
Bereich. Dementsprechend k onnen sich im unteren Bereich fr uhzeitig Kan ale unter den
g unstigen, initialen 60 ausbilden, w ahrend im oberen Bereich eine verlangsamte Bildung
von Kan alen in dieser Ausrichtung stattndet. Da die Darstellung jedoch erst nach einer
gewissen Dehnung erfolgt, wurden die unteren Kan ale schon aufgerichtet, w ahrend sich die
oberen, gerade ausbildenden Kan ale, noch nicht aufgerichtet haben. Die Bereiche dazwi-
schen weisen einen stetigen  Ubergang zwischen diesen Extrembereichen auf, weshalb die
Winkel von oben nach unten stetig abfallen. So kann der numerischen Diusion in diesem
speziellen Fall etwas N utzliches abgerungen werden:
Obwohl es sich bei den Bildern um Momentaufnahmen handelt, kommt durch die numeri-
sche Diusion ein zeitlicher Faktor hinzu: je h oher sich ein Kanal bendet, desto j unger ist
er. Dementsprechend konnten durch diese Studie qualitativ die theoretischen Ergebnisse
von Spiegelman (2003) mit FDCON erfolgreich reproduziert werden.
Allerdings existiert immer noch eine Diskrepanz zwischen den Ergebnissen dieser Arbeit
und den sich nicht aufrichtenden 60 Strukturen, die Holtzman et al. (2003) gefunden ha-
ben. So werden die Kan ale bei den Simulationen mit FDCON aufgerichtet bzw. sie werden
nach einer relativ kurzen Scherdehnung von "xz > 1:5 (Abschnitt 6.8.2) wieder zerrissen.
Holtzman et al. hingegen haben selbst bei "xz  3 keine Aufrichtung oder ein Zerreien
feststellen k onnen. Eine Erkl arung daf ur w are, dass seine Kanalisierungsinstabilit at zu
langsam war, als dass sich ein Aufrichten oder Zerreien bei diesen Dehnungen feststellen
lie. Ein Indiz hierf ur w are der von Holtzman eingef uhrte Quotient10   c=h.
Dieser beschreibt das Verh altnis der Kompaktionsl ange zu den Modellboxdimensionen, und
damit, wie gut das Untersuchungsgebiet kompaktieren kann.
Ist   1, so kann die Schmelze zu einfach durch die Matrix segregieren, entweder weil die
Fluidviskosit at klein ist, oder aber die Permeabilit at zu gro, was zur Folge hat, dass die
Matrix gut kompaktiert und somit Druckgradienten ezient ausgleichen kann.
Da jedoch ein sich selbst verst arkender Druckgradient das Herzst uck der Kanalisierungsin-
stabilit at ist, darf dieser nicht zu schnell durch Kompaktion der Matrix abgebaut werden.
10Skalierungsl ange h = Schichtdicke108 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.25. Vergleich der durchschnittlichen Wachstumsrate dieser Arbeit (b = s =
1015 Pas, f = 0:77 Pas, '0 = 3%, _ "xz = 10 10 s 1, c;mck = 11 m) mit der aus den
Holtzman-Experimenten (b = s = 1010 Pas, f = 10 Pas, '0 = 3%, _ "xz = 10 5 s 1,
c;holtz = 10 2 m)
Typische Wachstumsrate dieser Arbeit Theoretische Wachstumsrate f ur die
Holtzman et al. Experimente
Wenn also  in der N ahe von oder unter 1 liegt, bedeutet dies, dass die Matrix schlecht
kompaktiert und sich somit ein Druckgradient aufbauen kann, der dann, je st arker er ist,
eine entsprechend gr oere Wachstumsrate hervorruft (Kap. 3). Dieses Verhalten l asst sich
ebenfalls an Abbildung 6.2 erkennen: die Wachstumsratenkurve mit der kleinsten Kom-
paktionsl ange (Rheologie von McKenzie) und damit kleinstem  liegt  uber allen anderen
Wachstumsratenkurven, da diese eine gr oere Kompaktionsl ange aufweisen.
Bei den Experimenten Holtzmans lag  zwischen 0:05   10:5 (Holtzman et al., 2003, Tab.
1), wobei sich bei ihm bis zu einem  von 2:1 Kan ale ausbildeten.
In dieser Arbeit liegt der Quotient11 bei  < 0:01. Aus Abbildung 6.25 ist auerdem er-
sichtlich, dass in dieser Arbeit wesentlich gr oere Wachstumsraten untersucht wurden, als
bei den Experimenten von Holtzman et al. (Abb. 6.25). Hierdurch k onnte die hier unter-
suchte Kanalisierungsinstabilit at um eine Gr oenordnung oder mehr schneller abgelaufen
114:8  c;rheo  21:4 m, h = 1000 m6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 109
sein, als bei Holtzman et al.. Aufgrund dessen kann der Beschreibung von Holtzman et al.
von  hinzugef ugt werden, dass, je kleiner  ist, desto st arker die Kanalisierungsinstabilit at
ausgepr agt ist.
Dies hat zur Folge, dass die numerischen Experimente nur im Anfangsstadium, in dem
auch 60-Winkel festgestellt werden konnten, mit denen von Holtzman et al. vergleichbar
sind.
Des Weiteren weisen Holtzman et al. darauf hin, dass ihre Randbedingungen nicht ver-
gleichbar mit denen der Kanalisierungsinstabilit at sind und dass sie wohl eher eine Kom-
paktionstheorie, welche auf einem
"
damage mechanism\ (Bercovici et al., 2001) beruht,
messen. Ihre Erkl arung f ur diese niedrigen Winkel ist, dass sich eine Superpositionierung
zwischen dem bevorzugten Kanalisierungsinstabilit atswinkel von 45 und einem horizontal
verlaufenden "shear partitioning\ einstellt, dieses Partitionieren aber in der Theorie von
Stevenson (1989) nicht ber ucksichtigt wird.
6.8.2 Scherdehnungsexperimente:Große Dehnung
In diesem Experiment wird gezeigt, wie ein Kanalsystem auf groe endliche Dehnung rea-
giert. Die Parameter dieser Studie sind die gleichen wie im vorherigen Kapitel: Zuf allige Po-
rosit atsverteilung (bunt und wei), maximale Dehnung "max  2, Dehnungsrate _ "xz = 10 10
s 1, Rtn = 0:5, AZ = 0 und die Rheologie von McKenzie (Glg. 2.22). In Abbildung 6.26
sind die Ergebnisse dieser Studie dargestellt. Wie in Kapitel 6.8.1, zeigt sich, dass sich die
Schmelze anf anglich in elliptischen Schmelztaschen parallel zur MKS ansammelt. Diese An-
sammlung f uhrt ebenfalls dazu, dass sich l angere Kan ale mit einer inhomogenen Schmelz-
verteilung ausbilden. Wie bereits in Kapitel 6.8.1 erl autert, weisen die Kan ale lediglich
im unteren Teil der Box die von der Theorie vorhergesagte Auslenkung von 45 auf, die
dann mit ansteigender z-Richtung leicht zunimmt (Abb. 6.26.b). Bei anhaltender Dehnung
verst arken sich in den langen, inhomogenen Kan alen die Bereiche erh ohter Schmelzkonzen-
tration und bilden Schmelzlinsen aus, die entsprechend der Theorie um 45 ausgelenkt sind110 Ergebnisse und Auswertung
(Abb. 6.26.b). Bedingt durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten, wirkt die numeri-
sche Diusion unterschiedlich stark, wodurch sich die unten liegenden Kan ale ezienter
verst arken als die oberen (Abb. 6.26.c).
Dieses Anwachsen der Porosit at w urde sich bei anhaltender Dehnung stetig fortsetzen,
bis sich nach einer Dehnung von "  0:85 eine Porosit at von 100% einstellen w urde. F ur
FDCON muss jedoch aus Stabilit atsgr unden eine Porosit atsobergrenze von 15% festgesetzt
werden.
Ist diese Grenze erreicht, darf sich die Schmelze zwar weiter akkumulieren, ihre Maxi-
malamplitude steigt jedoch nicht weiter an. Aus diesem Grund holen die h oherliegenden
Schmelztaschen, bei denen ja die numerische Diusion eine schnelle und eziente Akkumu-
lation behindert hat, auf, bis sich im gesamten Gebiet Schmelztaschen mit einer Maximal-
porosit at von 15% gebildet haben (Abb. 6.26.d). Die anf anglich noch zusammenh angenden
Kan ale werden, obgleich Einfache Scherung diese lediglich drehen sollte, auseinander ge-
rissen (Abb. 6.26.e). Dieser Zerreiprozess ist darauf zur uckzuf uhren, dass in den Schmelz-
linsen eine geringere bis hin zu einer entgegengesetzten Wirbelst arke auftritt (Abb. 6.27.e
und 6.27.f, sowie Kap. 6.8.3).
Bei weiterer Dehnung tritt nun ein "Heilungsprozess\ der Kan ale auf:
Bedingt durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten,  uberholen h oher liegende Inklu-
sionen tiefer liegende. Liegen nun Inklusionen entsprechend nahe  ubereinander, so verbin-
den sich diese w ahrend des  Uberholvorgangs und bilden einen zusammenh angenden Kanal
(Abb. 6.26.f), in dem die Schmelze aufsteigen kann, bevor dieser wieder zerrissen wird.
Anzumerken ist, dass s amtliche Experimente ohne Schmelzauftrieb berechnet wurden. Die
Eekte des Schmelzauftriebes werden in Kapitel 6.10 diskutiert.
Holtzman et al. (2003) haben dieses Verhalten in ihren Experimenten nicht festgestellt.
Dies liegt, wie schon in Kapitel 6.8.1 erw ahnt, daran, dass ihre Experimente um eine
Gr oenordnung langsamer abliefen, als die hier vorgestellten.6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 111
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Abbildung 6.26. Porosit atsverteilung [%] in Abh angigkeit der Scherdehnung (Groe Deh-
nung)
6.8.3 Detailauswertung
In diesem Kapitel wird an einer ausgesuchten Dehnung ("xz  1:6) eine erweiterte Auswer-
tung der von FDCON erzeugten Ergebnisse vorgenommen. Zu diesem Zweck werden die112 Ergebnisse und Auswertung
folgenden physikalischen Gr oen dargestellt:
Die Porosit at ', die Scherdehnungsrate _ "xz, die @ux=@z-Komponente der Scherdehnungsra-
te, die Scherspannung xz (Abb. 6.27.a - 6.27.d), die Wirbelst arke   (Glg. 2.36, Abb. 6.27.e),
sowie die normierte Wirbelst arke  0 (Abb. 6.27.f). Weiterhin abgebildet sind die zweite In-
variante der Dehnungsrate _ "II (Abb. 6.28.a), die zweite Invariante der Spannung II (Abb.
6.28.b), die aus diesen beiden Gr oen berechnete Dissipationsrate _  = 0:5II _ "II (Abb.
6.28.c), der Auslenkwinkel der Kan ale, der sich aus der Berechnung des Hauptspannungs-
systems ergibt (Abb. 6.28.d), und ein Histogramm der Auslenkwinkel der Kan ale (Abb.
6.28.e). Zur besseren Orientierung ist die Porosit atsverteilung in Isolinien hinzugef ugt.
Die Scherdehnungsrate (Abb. 6.27.b) weist ein Hintergrundmuster (dunkelblau und hell-
blau) von leicht aus der Vertikalen gekippten Strukturen auf (15 Auslenkung). Dieses
Muster weist darauf hin, dass sich keine horizontal, sondern eher vertikal verlaufende
Scherb ander ausgebildet haben. Die Scherung, die die Matrix dementsprechend vollf uhrt,
ist daher mit einer "book shelf\-Scherung vergleichbar, im Gegensatz zu einer Scherung,
die horizontale Scherb ander ( ahnlich einer Scherung eines Spielkartenstapels) ausbildet
(Mandl, 1987). Die
"
book shelf\-Scherung bildet zur Scherebene stark geneigte, jedoch un-
tereinander parallel verlaufende, Scherb andern aus. W ahrend die harten Regionen durch
die Scherung aufgestellt und ggf. gestaucht werden (sie vollf uhren sowohl eine Rotation als
auch eine Translation), bewirken die weichen, dass die sich aufstellenden harten Regionen
aneinander vorbeischeren k onnen. Als analoges Beispiel zum Spielkartenstapel kann hier,
wie der Name dieser Scherungsart schon besagt, ein B ucherregal mit aufrecht stehenden,
aber gekippten B uchern dienen, die an ihrer Oberseite geschert werden. Die B ucher (harte
Matrix) werden dadurch aufgestellt, w ahrend sie an ihren Buchdeckeln/-r ucken (weiche
Matrix) aneinander vorbei gleiten.
Der in der Theorie der Kanalisierungsinstabilit at (Kap. 3) beschriebene Prozess der Ausbil-
dung eines Druckgradienten, der dann f ur eine Fokussierung der Schmelze in Schmelzlinsen
bzw. Kan alen verantwortlich ist, kann indirekt12 in der Scherspannung (Abb. 6.27.d) beob-
12Aufgrund der mathematischen/numerischen Realisierung von FDCON, ist FDCON nicht in der Lage,
den Druck direkt zu berechnen, sondern lediglich  uber die Spur des Spannungstensors.6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 113
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Abbildung 6.27. Detailauswertung I der zuf alligen Porosit atsverteilung
(ES, _ "xz = 10 10 s 1)
Die Porosit at ist auf einem doppelt so feinen Gitter, wie es die anderen Abbildungen
aufweisen, dargestellt (vgl. Abschnitt 6.3). Der Bereich a der Abbildung 6.27.a zeigt das
Gebiet, welches in Abbildung 6.29.a dargestellt ist, der Bereich b, das der Abbildung
6.29.b.114 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.28. Detailauswertung II der zuf alligen Porosit atsverteilung
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achtet werden. Die Spannung ist in der harten Matrix fokussiert, w ahrend die Schmelzlinsen
eine erniedrigte Spannung aufweisen, was als Indiz genommen werden kann, dass in der
Matrix ein h oherer Druck herrscht, als in den Schmelzlinsen.
Ein weiterer interessanter Eekt kann bei der normierten Wirbelst arke  0
21 (Abb. 6.27.f)
beobachtet werden:
Oensichtlich herrscht zwischen zwei  ubereinander liegenden Linsen aufgrund der
"
book
shelf\-Rotation keine bis zu eine gegen den Uhrzeigersinn gerichtete, Rotation (rot) und
zwischen zwei benachbarten, aber leicht vertikal versetzten Linsen, eine mit dem Uhrzeiger-
sinn gerichtete Rotation (blau), was zu einer typischen Kreuzverteilung der Wirbelst arke
um eine Schmelzlinse f uhrt.
Diese unterschiedlichen Rotationsrichtungen beein
ussen zwei Prozesse:
Die initiale Bildung von Kan alen und das weitere Verhalten der Kan ale bei anhaltender
Dehnung. Die Bildung von Kan alen beginnt mit zwei Linsen, die mit einer Auslenkung
von 45 nebeneinander liegen, wobei die linke etwas nach oben hin verschoben ist. Ei-
ne Betrachtung der Wirbelst arke (Abb. 6.27.f) zeigt nun deutlich einen zwischen diesen
beiden Linsen liegenden blauen Bereich, in dem also eine bevorzugte Drehung im Uhrzei-
gersinn stattndet. Dies f uhrt dazu, dass der rechte untere Teil der linken Linse, sowie der
linke obere Teil der rechten Linse in die Horizontale gedreht werden, wodurch sich diese
beiden Linsen verbinden k onnen (Abb. 6.29.a). Haben sich die Linsen verbunden, tritt, be-
dingt durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten, ein  Uberholprozess der oberen Linse
gegen uber der unteren auf (Kap. 6.8.2), wodurch sie wieder zerrissen werden. Jedoch ver-
suchen die Linsen, ihre Verbindung so lange wie m oglich beizubehalten. Hierdurch kehrt
sich ihre Drehrichtung um, und die aneinander grenzenden Linsenenden verdrehen sich
nun gegen den Uhrzeigersinn und bilden, obwohl die obere Linse die untere zur H alfte
 uberholt hat, immer noch einen Kanal (Abb. 6.29.b). Beide Prozesse f uhren dazu, dass
sich die urspr unglichen, elliptischen Schmelzlinsen
"
S\-f ormig verformen. Diese Strukturen
treten, wie hier, h aug in langen B andern auf und bilden sogenannte "en- echelon arrays\.
Detaillierte Untersuchungen solcher Arrays sind unter anderem in Hancock (1972), Beach116 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.29. Prozess der Kanalbildung in zwei Stadien
Abb. 6.29.a vergr oert den durch "a\ gekennzeichneten Bereich in der Abb. 6.27.a, Abb.
6.29.b den durch
"
b\ gekennzeichneten Bereich.
(1975), Olson und Pollard (1991), Smith (1999) und Becker und Gross (1999) zu nden
und werden hier nicht weiter durchgef uhrt.
Ein weiteres Indiz einer "book shelf\-Rotation der Matrix liefert die normierte Wirbelst arke
(Abb. 6.27.f): Es ist deutlich erkennbar, dass sie  uber den Wert  1 hinaus geht, es dem-
zufolge Bereiche gibt, die schneller rotieren, als es die Einfache Scherung vorgibt. Dieses
Ph anomen ist bekannt und tritt bei heterogenen Materialien auf (Mandl, 1987). Bei solch
einer Materialzusammensetzung rotiert  ublicherweise das feste Material, hier die Matrix,
schneller als das weiche Material, die Schmelzlinsen. Erstaunlich ist, dass in der festen Ma-
trix ebenfalls Bereiche langsamer Matrixrotation vorkommen. Diese weiroten Matrixgebie-
te sind meiner Meinung nach auf den oben erkl arten Prozess der Minimierung der Dissipa-
tionsrate und der hieraus resultierenden Bildung von
"
en- echelon arrays\ zur uckzuf uhren.
Die Analyse der aus der Richtung der maximalen Kompressionsspannung berechneten Aus-
lenkwinkel (Abb. 6.28.d, e) zeigt, dass in den weicheren Regionen vorwiegend Auslenkwin-
kel von 
  45 vorherrschen, w ahrend die feste Matrix bevorzugt ein 
  45 aufweist.
Diese Winkelaufteilung ist ebenfalls durch die
"
book shelf\-Rotation zu erkl aren:6.8 Parameterstudie: Zuf allige Porosit atsverteilung 117
Die harten Bereiche werden, bedingt durch die Rotation, aufgerichtet und dabei senkrecht
zur Scherebene leicht gestaucht. Diese Stauchung, welche durch Reine Scherung beschrie-
ben werden kann,  uberlagert sich nunmehr der vorgegebenen einfachen Scherung, was dazu
f uhrt, dass die Richtung der maximalen Kompressionsspannung und damit auch der Aus-
lenkwinkel kleiner als 45 sind. Die sich aufrichtenden harten Zonen verringern aufgrund der
Stauchung ihren Abstand untereinander geringf ugig, wodurch die weichen Bereiche senk-
recht zur Grenz
 ache der harten und weichen Regionen leicht zusammengedr uckt werden.
Dies hat zur Folge, dass sich in den weichen Regionen zwei Spannungszust ande  uberlagern:
Eine Spannung  ahnlich einer Reinen Scherung mit einer maximalen Kompressionsspannung
parallel zur Grenz
 ache zwischen weichen und harten Bereichen und die aufgepr agte Einfa-
che Scherung, wodurch die resultierende Richtung der maximalen Kompressionsspannung
und damit ebenfalls der Auslenkwinkel gr oer als 45 werden. Diese auergew ohnliche
Spannungsverteilung sorgt daf ur, dass die durch die Einfache Scherung bedingte Aufrich-
tung der Kan ale verhindert wird. In Filmen ist dies ebenfalls deutlich erkennbar. Eine
anf angliche Schmelzlinse zieht sich an ihrer L angsachse zusammen, w ahrend sich ihre kur-
ze Achse verdickt, dabei orientiert sich die Linse bevorzugt in horizontaler Richtung.
An der Dissipationsrate (Abb. 6.28.c) ist in dieser Darstellung nichts auergew ohnliches
festzustellen; der Energieverlust ist in der harten Matrix gr oer als in den weichen Schmelz-
linsen. Wird hingegen der zeitliche Verlauf der Dissipationsrate betrachtet (Abb. 6.30.a), so
ist ersichtlich, dass sie ansteigt. Dieser Anstieg kommt daher, dass die eektive Viskosit at13
(Abb. 6.30.b) dieses Systems ebenfalls ansteigt. Der Anstieg der eektiven Viskosit at bei
groen Dehnungen, beruht auf der aus Stabilit atsgr unden eingef uhrten Randbedingung,
dass das System keine h oheren Porosit aten als 15% aufweisen darf. Sollte die Porosit at den-
noch  uber diesen Wert ansteigen, wird dem System so viel Schmelze entzogen, bis wieder
der Maximalwert erreicht wird. Durch diesen Schmelzverlust (Abb. 6.30.c) steigt gleicher-
maen die Viskosit at und damit auch die Dissipationsrate an. Allerdings ist au allig, dass
die Dissipationsrate auch schon bei geringeren Porosit aten leicht ansteigt. Dies ist darauf
13 uber das gesamte Gebiet gemittelte Viskosit at118 Ergebnisse und Auswertung
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c) durchschnittliche Porosit at
Abbildung 6.30. Prozess der Minimierung der Dissipationsrate
e. Viskosit at dieser Arbeit theo. e. Viskosit at
zur uckzuf uhren, dass die eektive Viskosit at ebenfalls ansteigt, diesmal jedoch nicht auf-
grund des Entzugs von Schmelze, sondern bedingt durch die geometrische Verteilung der
Schmelze in den Kan alen. Die eektive Viskosit at einer Matrix, welche eine senkrecht zur
maximalen Kompressionsspannung 1D sinusf ormige Verteilung der Schmelze aufweist, ist
gegeben durch (Anhang D)
theo;eff = 1

1  
'0   '1
'2   '1

+ 2
'0   '1
'2   '1
(6.11)
=
1 + 2
2
: (6.12)6.9 Untersuchungen mit vergr oerten Boxdimensionen 119
1 = ie a1'1 Scherviskosit at mit '1 = '0   ', 2 = ie a1'2 Scherviskosit at mit '2 = '0 + '
Zur Verdeutlichung ist in Abbildung 6.30.a der Verlauf der theoretischen eektiven Vis-
kosit at theo;eff in Abh angigkeit der Maximalamplitude der Porosit at mit aufgetragen.
Deutlich zu erkennen ist, dass die theoretische eektive Viskosit at schneller anw achst,
als die hier beobachtete, was gleichermaen auch f ur die Dissipationsrate gelten w urde.
Dementsprechend kann gesagt werden, dass das System durch die Ausbildung von klei-
nen Schmelzlinsen, die in  45 geneigt sind, anstelle von langen zusammenh angenden
Kan alen versucht, die eektive Viskosit at und damit auch die Dissipationsrate zu mini-
mieren. Dadurch, dass die Dissipationsrate dennoch ansteigt, widerf ahrt dem System ein
"
strain-hardening\ Eekt14.
Die eben beschriebenen Prozesse verursachen eine Kanalbildung aufgrund von vertikal
versetzten, sich  uberholenden Schmelzlinsen, die sich untereinander immer wieder ver-
binden und sp ater wieder auseinander gerissen werden. Dieser Prozess erzeugt nicht nur
lange, in etwa Richtung 45 verlaufende Kan ale, sondern f ordert auch die Entstehung von
"
en- echelon arrays\. Somit konnte erfolgreich verfolgt werden, wie sich ein Kanalsystem
aus vielen, einzeln verstreuten Schmelzlinsen bildet; weiterhin konnten "en- echelon arrays\
ausndig gemacht werden. Die Untersuchung dieser Arrays k onnte eine m ogliche Wei-
terf uhrung dieser Arbeit sein.
6.9 Untersuchungen mit vergr¨ oßerten Boxdimensionen
Die vorangegangenen Versuche mit zuf alligen Schmelzverteilungen und einer Boxdimension
von 201201 Gitterpunkten bilden aufgrund der aufgepr agten Scherung einen "book shelf\-
Mechanismus aus. Um zu untersuchen, ob dieser Mechanismus aufgrund der kinematischen
Randbedingungen oder zu kleiner Boxdimensionen erfolgt, wurden die Versuche unter den
Bedingungen des vorherigen Kapitels, aber mit der achtfachen Boxl ange in x-Richtung
wiederholt. Hierdurch kann f ur ein kleines, auf die Boxmitte zentriertes Messgebiet erreicht
14strain-hardening: Ein System wird mit zunehmender Dehnung h arter (Lowrie, 2003).120 Ergebnisse und Auswertung
werden, dass st orende Randeekte, die durch die aufgepr agte Stromfunktion auftreten
k onnen, weitgehend abgefallen sind.
Auerdem wurde im Unterschied zu den vorherigen Experimenten am linken und am rech-
ten Rand eine Zone erniedrigter Viskosit at eingef uhrt. Hierdurch sollten die fest vorgege-
benen kinematischen Randbedingungen und damit gleichermaen auch die dynamischen
von der eigentlichen Messbox entkoppelt werden (Spannungsfreiheit am linken und rech-
ten Rand der Messbox, kinematische Randbedingung am oberen und unteren Rand). Der
Grund daf ur ist, dass sich dadurch am Rand der Messbox in einem gewissen Rahmen
beliebige kinematische bzw. dynamische Bedingungen einstellen k onnen. Diese 
exible Ge-
staltung der Randbedingung an der Messbox ist notwendig, um nicht von Beginn eine
Ausbildung von Strukturen, die andere als die vorgeschriebenen Randbedingungen brau-
chen, zu (be-/)verhindern.
Dar uber hinaus wurde anstelle des roten Rauschens ein angen ahertes weies Rauschen ver-
wendet (Powerspektrum 6.23). Dies liegt darin begr undet, dass das rote Rauschen schon
sehr fr uhzeitig keine Gleichausrichtung der Auslenkwinkel der Kan ale aufweist. Dies k onnte
daran liegen, dass in dem roten Rauschen evtl. doch eine Vorzugsrichtung vorhanden ist.
Um dies weitestgehend auszuschlieen, wurde ein angen ahertes weies Rauschen verwendet,
welches, wie im Powerspektrum ersichtlich ist, wesentlich weniger Energie in den niedrige-
ren Wellenzahlen aufweist.
Die weiteren Parameter dieser Studie sind:
"max  1:15, _ "xz = 6:0  10 12 s 1, Rtn = 0:5, AZ = 0 und die Rheologie von McKenzie
(Glg. 2.22). In Abbildung 6.31 sind vollst andigkeitshalber die Anfangsverteilung und das
Endstadium dieser Versuchsreihe im Ganzen dargestellt. Da diese Abbildungen allerdings
keine genaue Betrachtung der Ergebnisse erlauben, wurde eine vergr oerte Abbildung des
Gebietes (nx;nz) = (600   800;1   201) hinzugef ugt (Abb. 6.32).
Diese Experimente zeigen vergleichbare Kanalverteilungen und Ergebnisse in der Detaildar-
stellung (Abb. 6.33.a-6.34.e), wie zuvor die der kleinen Box (Kap. 6.8.1 und 6.8.2), so dass6.9 Untersuchungen mit vergr oerten Boxdimensionen 121
eine Auswertung zu denselben Schl ussen f uhren w urde wie in Kapitel 6.8.2 und hier nicht
weiter verfolgt wird.
Anzumerken ist, dass sich in Abbildung 6.32.b, deutlicher als in Abbildung 6.24, ein Aus-
lenkwinkel von 60   70, wie ihn Holtzman et al. (2003) beobachteten, einstellt. Diese
Auslenkung tritt hier ebenfalls in einem sehr fr uhen Stadium der Dehnung auf. Dass diese
Auslenkung hier so deutlich auftritt, liegt an den ver anderten Rand- bzw. Boxbedingungen.
Diese entsprechen, da sie am linken und rechten Rand Zonen erniedrigter Viskosit at auf-
weisen, eher den experimentellen Randbedingungen von Holtzman et al.. Bei ihnen war die
Probe ebenfalls nur an der Ober- und Unterseite durch die beiden auf die Probe wirkenden
Stempel eingeschr ankt. Da diese Experimente eine 3   4 mal geringere Dehnungsrate auf-
weisen als die vorherigen und sich im Anfangsstadium deutlicher die von Holtzman et al.
beobachteten Kan ale ausbilden, wird die Vermutung aus Abschnitt 6.8.1 bekr aftigt, dass
die Kanalisierungsinstabilit at in den Experimenten von Holtzman et al. langsamer ablief,
und sie deswegen nicht bis zu den Endstrukturen, wie sie in den nachfolgenden Abbildungen
ersichtlich sind, gelangten.1
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Abbildung 6.31. Porosit atsverteilung [%] der Scherdehnungsstudie mit den Boxdimensionen (nx;nz) = (1   1601;1   201).6.9 Untersuchungen mit vergr oerten Boxdimensionen 123
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Abbildung 6.32. Porosit atsverteilung [%] der Scherdehnungsstudie mit den Boxdimensionen
(nx;nz) = (1   1601;1   201), wobei nur ein Teil des Gesamtgebietes dargestellt ist (nx =
600:::800  nz = 1:::201).124 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.33. Detailauswertung I der Scherdehnungsexperimente mit vergr oerten Box-
dimensionen
Diese Ausschnitte stammen der Abbildung 6.31 bei nx = 500   600;nz = 1;201
6.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb
In dieser Studie wird der Ein
uss des Auftriebs aufgrund des Dichteunterschiedes zwischen
Matrix und Schmelze auf die Kanalisierungsinstabilit at untersucht. Der Auftrieb kann in6.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb 125
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Abbildung 6.34. Detailauswertung II der Scherdehnungsexperimente mit vergr oerten Box-
dimensionen
Diese Ausschnitte entstammen der Abbildung 6.31 bei nx = 500   600;nz = 1;201126 Ergebnisse und Auswertung
FDCON durch die dimensionslose Auftriebszahl AZ (Glg. 2.33, S. 40) beein
usst werden.
In den Rechnungen variiert AZ in einem Bereich von 0:008 0:280. Dies entspricht mit den
hier gew ahlten Parametern15 in etwa einem Dichtekontrast zwischen Schmelze und Matrix
von  = 50   1600 kgm 3. Realistische Dichtekontraste f ur die Erde sind  = 50   400
kgm 3. Die Experimente mit h oheren Kontrasten dienen lediglich dazu, den Ein
uss des
Auftriebs auf die Kanalisierungsinstabilit at zu untersuchen. Um diesen Ein
uss weiterhin
zu analysieren, variiert Rtn in einem Bereich von 0:5   5 und die Dehnungsrate _ "xz in
einem Bereich von 3:010 12 10 10 s 1. Als initiale Porosit atsverteilung dient ein buntes
Rauschen mit ' = 3  0:25% (Abb. 6.6.d, S. 81). Die einzelnen Versuchskombinationen
sind in Tabelle 6.2 und 6.3 zusammengestellt.
 [kgm 3] AZ Dehnungsrate [s 1] Dehnung Abbildung
200 0.035 3:0  10 12 0.28 {
200 0.035 1:25  10 11 0.8 6.35.a
200 0.035 1:75  10 11 0.8 6.35.b
200 0.035 2:5  10 11 0.8 6.35.c
200 0.035 5:0  10 11 0.8 6.35.d
200 0.035 7:5  10 11 0.8 6.35.e
200 0.035 10 10 0.8 6.35.f
Tabelle 6.2. Parameterkombinationen f ur die Versuchsreihe:
ES, AZ = 0:035, Rtn = 0:5 und "xz = variabel
 [kgm 3] AZ Rtn Dehnung
50 0.008 0:5;0:75;1;5 0.8
100 0.017 0:5;0:75;1;5 0.8
150 0.026 0:5;0:75;1;5 0.8
200 0.035 0:5;0:75;1;5 0.8
400 0.070 0:5;0:75;1;5 0.8
800 0.141 0:5;0:75;1;5 0.8
1200 0.210 0:5;0:75;1;5 0.8
1600 0.280 0:5;0:75;1;5 0.8
Tabelle 6.3. Parameterkombinationen f ur die Versuchsreihe:
ES, AZ = variabel, Rtn = variabel und "xz = 10 10 s 1
15a = 0:001 mm, b = 648, n = 3, '0 = 3%, f = 0:77 Pas, h = 1000 m, _ "0 = 10 10, g = 9:81 ms 26.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb 127
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Abbildung 6.35. Porosit atsverteilung [%] der Einfachen Scherungsexperimente mit Auftrieb
bei "xz  0:8 mit AZ = 0:035, Rtn = 0:5 und _ "xz = varibel
Um einen ersten Eindruck der entstandenen Strukturen zu erhalten, werden die Experi-
mente aus Tabelle 6.2, bis auf das Experiment mit _ " = 3:0  10 12 s 1, bei einer einzigen
Scherdehnung von "xz  0:8 dargestellt (Abb. 6.35). Es ist ersichtlich, dass sich um so
st arkere und besser ausgebildete Kanalstrukturen, welche vergleichbar mit denen aus den128 Ergebnisse und Auswertung
vorangegangenen Kapiteln sind, mit einer Auslenkung von  45 ausbilden, je gr oer die
Dehnungsrate ist.
Dieses Verhalten ist auf den Auftrieb zur uckzuf uhren, da sich nach Gleichung 3.8 bei ein
und derselben Dehnung die gleichen Strukturen gebildet haben sollten. Dies zeigen ebenfalls
numerische Experimente mit einer Aufstiegszahl von AZ = 0, welche, da sie alle das
Gleiche zeigen, hier nicht dargestellt sind. Da die am besten ausgebildeten Strukturen bei
zunehmender Dehnungsrate auftreten, also der Auftrieb weniger "Zeit\ hat, auf das System
zu wirken, kann geschlossen werden, dass sich der Auftrieb negativ auf das Anwachsen der
Kanalporosit at auswirkt. Diese negative Auswirkung des Auftriebs auf die Ausbildung eines
Kanalsystems erw ahnt Stevenson (1989) ebenfalls.
Um dieses Verhalten besser zu studieren, wurde eine Versuchsreihe mit den in Tabelle 6.3
aufgelisteten Parametern durchgef uhrt. In den Abbildungen 6.36.a bis 6.37.d ist deutlich zu
erkennen, dass sich die Struktur der Kan ale bei zunehmendem Auftrieb drastisch ver andert.
W ahrend anf anglich (Abb. 6.36.a bis 6.36.d) noch eindeutig Kanalstrukturen zu erkennen
sind, verwandeln sich diese Kan ale in zusehends kreisf ormige Strukturen, welche beginnen,
 ahnlich wie Porosit atswellen, aufzusteigen.
An dieser Versuchsreihe ist deutlich zu erkennen, dass sich mit zunehmendem AZ die
Struktur der Kan ale ver andert. Ein Kanal ist dadurch gekennzeichnet, dass seine Pertur-
bationsporosit at um das e-fache angewachsen ist. F ur die hier dargestellten Bilder gilt
dementsprechend mit ' = 3:0%  0:1%, dass es sich, liegt die Porosit at  uber ' = 3:27%,
um eine Kanalstruktur handelt. Ein Ma f ur diesen Strukturwandel und zugleich ein Ma
daf ur, wie eektiv die ausgebildete Struktur Schmelze aufsteigen l asst, gibt die horizontale
Kanal uberschuss-Durch
ussmenge Qkanal an (Spiegelman et al., 2001), mit
Qkanal = uf;z

Pf
Pa
  1

: (6.13)
uf;z gemittelte vertikale Schmelzdurch
ussmenge, Pf vertikale Kanalschmelzdurch
ussmenge in
Prozent, Pa prozentualer Anteil der Kan ale an der Gesamt
 ache6.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb 129
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Abbildung 6.36. Porosit atsverteilung [%] der Einfachen Scherungsexperimente mit unter-
schiedlichem Auftrieb und konstanter Dehnungsrate _ "xz = 10 10 s 1 und einem Rtn = 0:5
bei einer konstanten Scherdehnung von "xz  0:8
Ist Pf  Pa, also Qkanal = 0, so ndet kein  ubersch ussiger Fluss in einem Kanal statt, was
gleichbedeutend damit ist, dass, obwohl eine Kanalbildung stattgefunden hat, hierdurch
keine eektivere Schmelzextraktion stattndet. In den Abbildungen 6.38 und 6.39 ist f ur
ausgew ahlte Wertepaare aus den Tabellen 6.2 und 6.3 die Durch
ussmenge in Abh angigkeit
zun achst von der Scherdehnung "xz und des weiteren von Rtn und AZ dargestellt. Deutlich
zu erkennen ist, dass die  Uberschuss-Durch
ussmenge in Abbildung 6.38 ab einer Dehnung
von "xz  0:4 exponentiell anw achst, wobei ein st arkeres Anwachsen bei einer Erh ohung
von AZ und einer Erniedrigung von Rtn stattndet. Dasselbe Verhalten ist in Abbildun-130 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.37. Porosit atsverteilung [%] der Einfachen Scherungsexperimente mit unter-
schiedlichem Auftrieb und konstanter Dehnungsrate _ "xz = 10 10 s 1 und einem Rtn = 0:5
bei einer konstanten Scherdehnung von "xz  0:8
gen 6.39.a zu erkennen, der Durch
uss Qkanal ist f ur das kleinste Rtn und gr ote AZ am
st arksten. Wird zus atzlich der prozentuale Anteil der von Kan alen bedeckten Fl ache be-
trachtet (Abb. 6.39.b), so ist erkennbar, dass sich generell, je kleiner Rtn und um so gr oer
AZ ist, die von Kan alen in Anspruch genommene Fl ache Pf verringert. Hieraus kann ge-
schlossen werden, dass sich der Extraktionsprozess der Schmelze grundlegend ver andert,
je kleiner Rtn und um so gr oer AZ wird. Dieses Verhalten ist ebenfalls gut in den Abbil-
dungen 6.36.a bis 6.37.d verdeutlicht - mit steigendem AZ nimmt die Anzahl von Kan alen
bzw. von Bereichen, die eine erh ohte Porosit at aufweisen, ab. Anstelle der Extraktion der6.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb 131
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Abbildung 6.38. Die horizontale Kanal uberschuss-Durch
ussmenge Qkanal in Abh angigkeit
von der Scherdehnung "xz bei einer konstanten Dehnungsrate _ "xz = 10 10 s 1
AZ = 0:035, Rtn = 0:5 AZ = 0:035, Rtn = 0:75
AZ = 0:026, Rtn = 0:5
Schmelze in Kan alen erfolgt sie mit zunehmendem AZ immer mehr in rundlichen Struk-
turen (vergleichbar mit 2D Solitonen), die, ohne ihre Form zu ver andern, in einem einmal
angelegten Kanal bis zu dessen oberen Ende aufsteigen und dort stagnieren, um dann zu
einem sp ateren Zeitpunkt weiter aufzusteigen. Dieses Verhalten ist anhand von Filmen
festgestellt worden. In Abb. 6.37.c ist bei den Gitterkoordinaten x = 5   60 und z  148
ein solcher Stagnationspunkt erkennbar, weiterhin kann bei x = 100 110 und z = 1 100
ein Kanal ausgemacht werden, der drei solcher rundlichen Strukturen f uhrt. Die zwei un-
teren Strukturen werden weiter, dem Kanal folgend, aufsteigen, bis sie sich mit der am
oberen Ende bendlichen, dritten Struktur vereinen.
Um diese Interaktion unter realistischen Bedingungen weiter zu erforschen, wurde eine
Langzeitstudie bei einer Scherdehnungsrate von _ "xz = 1:2510 11 m 1 sowie Rtn = 0:5 und
AZ = 0:035, was einem Dichteunterschied von   200 kgm 3 entspricht, durchgef uhrt
(Abb. 6.40, Rheologie von McKenzie Glg. 2.22).
Die Vermutung einer Interaktion zwischen der Kanalisierungsinstabilit at und dem Aufstieg
von Schmelze wird eindrucksvoll best atigt. Anstelle der elliptischen Strukturen, die aus den
Abbildungen 6.26 und 6.32 bekannt sind, bilden sich lange, zusammenh angende Kan ale132 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.39. Der horizontale Kanal uberschuss-Durch
ussmenge Qkanal in Abh angigkeit
von Rtn und AZ bei einer konstanten Dehnungsrate von _ "xz = 10 10 s 1 und einer Scher-
dehnung von "xz  0:8, sowie der prozentuale Anteil von Kan alen Pa am Gesamtgebiet.
AZ = 0:280 AZ = 0:210 AZ = 0:141
AZ = 0:070 AZ = 0:035 AZ = 0:026
AZ = 0:017 AZ = 0:008
aus, die an ihrem oberen Ende eine verdickte, kugelf ormige Ansammlung von Schmelze
aufweisen.
Das Verhalten der aufsteigenden Schmelze kann folgendermaen beschrieben werden:
Anf anglich wird sich die Schmelze aufgrund der Kanalisierungsinstabilit at in Kan alen an-
sammeln. Da die Kan ale eine inhomogene Schmelzverteilung aufweisen, werden Schmelz-
linsen mit einer erh ohten Porosit at schneller aufsteigen als andere. Weiterhin ist bekannt,
dass sich bei einem Aufstieg von Schmelze aus einer beliebigen Schmelzverteilung ein 2D
Soliton bzw. eine Porosit atswelle ausbilden wird, da diese ein optimales Verh altnis von
Schmelzverteilung zu Aufstiegsgeschwindigkeit aufweisen (Schmeling, 2000). Die durch-
schnittliche dimensionslose Aufstiegsgeschwindigkeit16 der hier beobachteten Solitonen be-
tr agt w0
soli  0:23.
16w0
soli = z
ht06.10 Parameterstudie: Einfache Scherung mit Auftrieb 133
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Abbildung 6.40. Porosit atsverteilung [%] der Einfachen Scherungsexperimente mit Auftrieb
bei _ " = 1:25  10 11 s 1, AZ  0:035 und Rtn = 0:5
Diese Geschwindigkeit stimmt mit denen aus Abbildung17 4 von Schmeling (2000) bei einer
Porosit atsamplitude von 'max='0 = 3   4  uberein, was die Vermutung, es handle sich um
Solitonen/Porosit atswellen, best atigt.
17Hinweis: Die Skalierung in Schmeling (2000, Abb. 4) verwendet eine andere Normierung als die hier
verwendete. F ur die in dieser Arbeit verwendete Normierung muss die Phasengeschwindigkeit lediglich mit
AZ multipliziert werden.134 Ergebnisse und Auswertung
Dieser Abspaltungsprozess ist in Abbildung 6.40.d bei Position nx = 100; nz = 105 zu
erkennen. Hier hat sich am Ende eines kleineren Kanals eine kugelf ormige Schmelzlinse ge-
bildet. Da die optimalen Bedingungen f ur Solitonen an die Porosit at gebunden sind, folgen
diese bei ihrem Aufstieg der Ausrichtung eines Kanals. Die Bildung eines Solitons erfolgt
allerdings am Kanalende, dementsprechend stagniert dieser zun achst, bis, bedingt durch
die Scherung, ein Kanal aus einer h oheren Schicht den Stagnationspunkt passiert und sich
beide Kan ale verbinden. Dann steigt das Soliton in dem neuen Kanal weiter bis zu dessen
Ende auf und vereint sich ggf. mit dem dort schon vorhandenen Soliton. Hat eine Verei-
nigung stattgefunden, ist oftmals das optimale Verh altnis zwischen Schmelzverteilung und
Aufstiegsgeschwindigkeit gest ort. Demzufolge bilden sich neue, ein optimales Verh altnis
aufweisende, Solitonen, die dann aufsteigen. Das Zerfallen einer groen Schmelzansamm-
lung in einige kleinere Solitonen ist gut in Abbildung 6.40.f bei der Position nx  90 zu
erkennen. Dort haben sich im Laufe der Zeit aus einer groen Schmelzinklusion drei bis
vier kleine Solitonen gebildet.
Dass die Kanalisierungsinstabilit at unter g unstigen Umst anden einen Aufstieg der Schmel-
ze in Solitonen, welche entlang des Kanalverlaufes aufsteigen, bewirkt, ist ein interessantes
Ergebnis, das zu einer Renaissance der Untersuchung von Solitonen f uhren k onnte.
6.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph¨ are und Kanalisierungs-
instabilit¨ at
In dieser Studie wird versucht, die Ausrichtung der Kan ale innerhalb des oberen Mantels
(zmax = 200 km) zu ermitteln. Da die Ausrichtungswinkel parallel zur maximalen Kom-
pressionsspannung verlaufen, werden diese aus dem Spannungsfeld ermittelt (Kap. 2.4.1).
Die Richtung  der maximalen Kompressionsspannung ist gegeben durch (Kap. 2.4.1)6.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph are und Kanalisierungsinstabilit at 135
 = arctan

 
11   
12

; (6.14)
wobei  das Minimum der Eigenwerte des Spannungstensors ist.
Diese Eigenwerte k onnen leicht aus dem Geschwindigkeitsfeld (Stromfunktionsfeld) und
der Viskosit at bestimmt werden.
Die Experimente erfolgen in einer 200 km tiefen und 400 km breiten Box. In dieser wer-
den am linken unteren Rand die Einstromgeschwindigkeit eines Plumes sowie oben die
Spreizungsgeschwindigkeit der Platte festgelegt.
In allen Experimenten ist die Einstromgeschwindigkeit des Plumes am linken Rand der
Box wP = 6:3cma 1 = konst:. Diese Einstromgeschwindigkeit liegt im unteren Drit-
tel der in der Literatur zu ndenden Einstromgeschwindigkeit f ur den Island Plume (2:0
cma 1 Ribe et al. (1995), 4:6 cma 1 Sleep (1990), 5   20 cma 1 Kokfelt et al. (2003)).
Die Geschwindigkeit an der Oberseite der Lithosph are variiert zwischen uL = 0:78   7:88
cma 1. Die verwendete Rheologie dieser Versuche besteht aus einer Reihenschaltung zwei-
er Potenzkriechgesetze. Die Volumenviskosit at wird, da sie nur ein Skalierungsfaktor im
Rahmen der Kanalisierungsinstabilit at ist, vernachl assigt. Es wird mit tiefenunabh angigen
Dichten gerechnet, wobei f ur die Schmelze eine Dichte von 3:1 kgm 3, f ur eine verarm-
te Matrix eine Dichte von 3:2 kgm 3 und f ur eine unverarmte Matrix eine Dichte von
3:6 kgm 3 angenommen wird. Diese Versuchen werden unter thermischen Bedingungen
gerechnet, hierdurch wird zus atzlich zu den Eingangs erkl arten (Kap. 2.2) Erhaltungsglei-
chungen der Masse und des Impulses die Energieerhaltungsgleichung gel ost. Da es hier
nur auf die Richtung der maximalen Kompressionsspannung ankommt und diese in dieser
Arbeit unabh angig von der Temperatur ist, wird auf eine Einf uhrung in diese Problema-
tik (Ber ucksichtigung der Energieerhaltungsgleichung in den numerischen Modellierung)
verzichtet. Eine ausf uhrliche Einf uhrung in diesen Sachverhalt speziell f ur FDCON ist in
Schmeling (2000) zu nden. Mantelkonvektionsprobleme durch die Aufstiegszahl AZ zu136 Ergebnisse und Auswertung
AZ1 Rm Rtn2 ux;L [cm a 1] uz;P [cm a 1] Abb.
1 32000 4:0  105 0.78 6.30 6.44, 1. Spalte
1 32000 4:0  105 1.57 6.30 6.44, 2. Spalte
1 32000 4:0  105 3.15 6.30 6.41,6.44, 3. Spalte
1 32000 4:0  105 4.73 6.30 6.45, 1. Spalte
1 32000 4:0  105 6.30 6.30 6.45, 2. Spalte
1 32000 4:0  105 7.88 6.30 6.45, 3. Spalte
Tabelle 6.4. Parameterkombinationen der Versuchsreihe:
Interaktion eines Plumes mit einem MOR
1: AZ Paramter: ' = 1%, _ "0 = 1:5  10 15 s 1, f = 1 Pas, h = 200 km; 2: Rtn
Paramter: f = 15  106 Pas (Aufgrund des hohen Viskosit atskontrastes musste die
Fluidviskosit at heraufgesetzt werden um numerisch stabile Ergebnisse zu erhalten),
m = 1  1021 Pas, h = 200 km; ux;L Spreizungsgeschwindigkeit der Lithosph are, uz;P
vertikale Einstromgeschwindigkeit des Plumes in einer Tiefe von 200 km
charakterisieren ist unpassend, da keine einheitliche Dehnungsrate zu bestimmen ist. Hier
bietet sich vielmehr die Schmelz-Rayleighzahl Rm an. Sie bezieht sich, im Gegensatz zur
Aufstiegszahl AZ, nicht auf das Verh altnis der Darcy Geschwindigkeit zur Dehnungsra-
te, sondern lediglich auf das Verh altnis des Auftriebs aufgrund eines Dichtekontrastes zur
thermischen Diusion. Sie ist gegeben durch
Rm =
gh3
0 
: (6.15)
 [kgm 3] Dichtekontrast zwischen Schmelze und Matrix,  = 10 6 [m2 s 1] thermischer Diu-
sionskoezient
Die sich aus den oben erw ahnten (Rand-)bedingungen ergebenden Parameterkombinatio-
nen sind in Tabelle 6.4 aufgelistet.
Die Abbildungen 6.41 und 6.42 zeigen von der Versuchsreihe mit einer Spreizungsgeschwin-
digkeit der Lithosph are von ux;L = 3:15 cma 1 die dimensionslose Temperatur (Abb.
6.41.a, Tscal = 1000), die Porosit atsverteilung (Abb. 6.41.b), die Aufstiegsgeschwindig-
keitsverteilung der Matrix (Abb. 6.41.c) und den Auslenkwinkel (Abb. 6.42), welcher sich
anhand des Spannungsfeldes f ur die Ausrichtung der Kan ale ergeben w urde, zu einer Zeit6.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph are und Kanalisierungsinstabilit at 137
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a) dimensionslose Temperatur (Tscal =
1000)
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c) Aufstiegsgeschwindigkeitsverteilung der
Matrix (cma 1)
Abbildung 6.41. Temperatur-, Porosit ats- und Aufstiegsgeschwindigkeitsverteilung eines
Plumes, der mit einem MOR interagiert (Spreizungsgeschwindigkeit der Kruste uKruste =
6:3 cma 1)
Die Spreizungsgeschwindigkeit der Kruste betr agt uKruste = 6:3 cma 1, die maximale
Einstromgeschwindigkeit des Plumes bei x = 0 km, z = 200 km betr agt 6:30 cma 1.
Der Plume f uhrt eine maximal Porosit at von 1%.  Ubersteigt die Porosit at diesen Wert,
wird dem System die Schmelze entzogen. Plumeausdehnung
t = 1:9 Ma. Die weiteren Versuche sind in den Abbildungen 6.44 und 6.45 zusammengefasst,
da sie kaum eine  Anderung aufweisen.
In der Temperaturverteilung ist deutlich erkennbar, wie sich der Plumekopf unter dem sich
spreizenden R ucken ausbildet. Der Plumekopf liegt in der Regel in einer Tiefe von 40 km,138 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.42. Auslenkwinkel eines Plumes, der mit einem MOR interagiert (Spreizungs-
geschwindigkeit der Kruste uKruste = 6:3 cma 1)
Plumeausdehnung
Schmelzaufstieg bedingt durch die Kanalisierungsinstabilit at
Schmelzaufstieg durch den von Sparks und Parmentier (1994) bzw. Hall und
Kincaid (2003) beschriebenen Mechanismus
Anmerkung: Das Streifenmuster im oberen Teil der Abbildung beruht darauf, dass in der
Lithosph are die deviatorischen Spannungen gegen Null gehen. Diese sind jedoch f ur die
Berechnung der Richtung der maximalen Kompressionsspannung n otig. Ausdiesem Grund
ist die Richtung nicht eindeutig bestimmbar, was sich in diesem Muster widerspiegelt und
dementsprechend keiner weiteren Beachtung bedarf.
hat eine Ausdehnung von etwa 120 km und weist eine Temperatur von 1400 bis 1500 auf.
Ab einer Tiefe von 80 km ist die Verj ungung des Plumekopfes zum Plumestamm erkennbar.
Der Stamm hat ab einer Tiefe von 80 km eine durchschnittliche Breite von 20 km sowie6.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph are und Kanalisierungsinstabilit at 139
eine Temperatur von 1450, welche in einer Tiefe von 180 km auf 1575 ansteigt. Ferner ist
sehr gut erkennbar, welchen Ein
uss die kalte Lithosph are auf den heien Plume aus ubt.
Der heie Plumekopf passt sich der Form der Unterseite der Lithosph are (
p
t-Verlauf) an.
Die Porosit atsverteilungen zeigen, dass nur der Plume selbst Schmelze f uhrt. Weiterhin
ist aus Abbildung 6.41.c ersichtlich, dass die Abspaltung des Porosit atsablegers bei 100
km von einem leichten Abstrom bei  90 km herr uhrt; die Porosit atsanomalie am rechten
Rand beruht auf der Anfangsverteilung und bedarf somit keiner weiteren Beachtung.
Die maximale Porosit at liegt bei 1%, da dem System die  ubersch ussige Schmelze bei
 Ubersteigen dieses Wertes entzogen wird. Hieraus ergibt sich jedoch, dass eine Erweichung
der Matrix im Plume aufgrund von weiterer Porosit atszunahme unterbunden wird.
Die Auslenkwinkel im Plumestamm liegen bei ungef ahr  45, demzufolge wird die Schmel-
ze prinzipiell aus diesem heraus transportiert. Der Plumestamm wird quasi durch eine Zone
erh ohter Porosit at ummantelt. Der Plumekopf weist hingegen eine Zweiteilung auf:
So herrschen an der Plumeachse vorwiegend Auslenkwinkel kleiner als  45 (bis  50 km),
w ahrend weiter rechts davon eine ebenso breite Zone mit einem Auslenkwinkel von 45
(bis  100 km) auftritt. Hieraus ergibt sich, dass Schmelze zur Mitte der gezeigten Plume-
kopfh alfte hin fokussiert wird. Aufgrund dieser Kanalverteilung wird Schmelze prinzipiell
vom MOR defokussiert, k onnte aber, wie in Abbildung 6.42 dargestellt (t urkise durchgezo-
gene Linie), 70 80 km von diesem entfernt bis zur Unterseite der Lithosph are aufsteigen.
Nun zeigt sich aber in der Temperaturverteilung, dass die Lithosph arenunterseite bei den
MORs ab einer Spreizungsgeschwindigkeit von mehr als 3:15 cma 1 eine zu dem MOR
hin geneigte Struktur aufweist (
p
t-Gesetz). Auf Grund dessen k onnte Schmelze an der
schr agen Unterseite der Lithosph are zum MOR hin gleiten (t urkise gestrichelte Linie) und
so dennoch am MOR austreten (Sparks und Parmentier, 1994; Hall und Kincaid, 2003)
Dieser Prozess funktioniert um so besser, je h oher die Spreizungsgeschwindigkeit ist, da die
generelle Winkelverteilung vergleichbar bleibt, jedoch die "Schmelzrutsche\ um so breiter
ausgebildet ist, je schneller der R ucken spreizt.140 Ergebnisse und Auswertung
Weiterhin k onnte Schmelze, die diesem Aufstieg nicht folgt, sondern vom MOR wegtrans-
portiert wird, durch den Abstrom, der sich im und rechts vom Plumekopf ausbildet (Abb.
6.41.c, horizontale Position 100 km), wieder in Gebiete bef ordert werden, die eine Fo-
kussierung f ordern, und erneut der Ummantelungszone bzw. den Bereichen, in denen ein
Entlanggleiten an der Unterseite der Lithosph are m oglich ist, zugef uhrt werden.
Allerdings setzt das voraus, dass die Schmelze wieder in tiefere Regionen transportiert wer-
den kann. Hier wirkt vor allem der Auftrieb der Schmelze entgegen. Eine Absch atzung der
Aufstiegsgeschwindigkeit der Schmelze uz;DarcySchmelze nach dem Darcy Gesetzt18 (Glg. 2.4)
ergibt uz;DarcySchmelze  15 cma 1. Wird die Aufstiegs- mit der Abstromgeschwindigkeit
aus Abbildung 6.41.c verglichen, so ist ersichtlich, dass die Aufstiegsgeschwindigkeit etwas
gr oer ist als die Abstromgeschwindigkeit, folglich die Schmelze trotz der Gegenwirkung
des Abstroms aufsteigt, wenn auch nur sehr langsam. Zu beachten ist jedoch, dass in dieser
Absch atzung die Fluidviskosit at von f = 1 Pas einen sehr kritischen Parameter darstellt,
da ihre Erh ohung um ein bis zwei Gr oenordnungen (Kushiro, 1986), dazu f uhrt, dass die
Aufstiegsgeschwindigkeit der Schmelze geringer ausf allt als die Abstromgeschwindigkeit,
und die Schmelze dementsprechend entweder stagniert oder wieder zur uck in tiefere Regio-
nen transportiert werden k onnte. Jedoch kann diese Erh ohung mit zunehmender Tiefe wie-
der aufgehoben werden, da die Dichte der Schmelze mit der Tiefe ansteigt, so dass sich der
Auftrieb der Schmelze verringert (Kushiro). Welcher dieser Eekte  uberwiegt, ist bis jetzt
unklar, eine genauere Untersuchung dieses Recycling-Prozesses unter Ber ucksichtigung ei-
nes genauen Viskosit atstiefenprols und des Ein
usses der Dichtezunahme mit der Tiefe
k onnte eine weiterf uhrende Untersuchung dieser Arbeit darstellen.
Dass Schmelze an der Unterseite der Lithosph are entlang gleiten kann, ist bereits von
Sparks und Parmentier (1994) und Hall und Kincaid (2003) gezeigt worden. Neu hingegen
w are der Recycling Prozess der Schmelze aufgrund der Ausrichtung des Kanalnetzwerkes.
Das Zusammenspiel zwischen der Kanalisierungsinstabilit at, dem Entlanggleiten der Schmel-
ze an der Lithosph arenunterseite und dem neu hinzukommenden Recycling Prozess der
18mit a = 0:001 m, b = 648, f = 1 Pas, f = 3100 kgm 36.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph are und Kanalisierungsinstabilit at 141
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Abbildung 6.43. Au
 osungsgrenze der Versuchsreihe Interaktion eines Plumes mit einem
MOR
Schmelze, stellen das Erkl arungsmodell dieser Arbeit dar, wie eine Fokussierung von Schmel-
ze zum MOR bei einer Interaktion mit einem Plume aussehen k onnte.
Dieses Erkl arungsmodell ist jedoch ein rein hypothetisches, da aufgrund mangelnder Auf-
l osung19 von FDCON solch ein Zusammenspiel nicht modelliert werden kann. (Abb. 6.43).
Aus Abbildung 6.43 ist ersichtlich, dass die Wachstumsrate der maximal aufzul osenden
Wellenzahl bei diesen Versuchen 0  
k0
plume = 0:018

< 10 2 ist. Hierdurch ndet ein zu
langsames Wachstum von Kan alen statt, als dass sie bei diesen Versuchen h atten beobach-
tet werden k onnen. Versuche, die Parameter so einzustellen, dass eine Kanalbildung selbst
bei dieser Gitterau
 osung stattndet, w urde eine Kompaktionsl ange von  103 m erfor-
dern, was wiederum bei den hier verwendeten Parametern (Tab. A.2) einer Hintergrund-
viskosit at von 0  1027 Pas oder einer Fluidviskosit at von f  10 6 Pas entspr ache. Bei
Versuchen mit solchen Parametern zeigte sich, wie vermutet, dass FDCON instabil wird.
Aus diesem Grund und da diese Parameter derart von der realen Erde abweichen, wurde
auf eine Realisierung solcher Versuchsbedingungen verzichtet.
19Es k onnen bei diesen Boxdimensionen nur Strukturen gut aufgel ost werden, welche  103 m gro sind.142 Ergebnisse und Auswertung
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Abbildung 6.44. Temperatur, Auslenkwinkel und Porosit atsverteilung der Versuchsreihe In-
teraktion zwischen Plume, Lithosph are und der Kanalisierungsinstabilit at (Teil I)
Plume
Anmerkung: Das Streifenmuster im oberen Teil der Abbildung beruht darauf, dass in der
Lithosph are die deviatorischen Spannungen gegen Null gehen. Diese sind jedoch f ur die
Berechnung der Richtung der maximalen Kompressionsspannung n otig. Ausdiesem Grund
ist die Richtung nicht eindeutig bestimmbar, was sich in diesem Muster widerspiegelt und
dementsprechend keiner weiteren Beachtung bedarf.6.11 Interaktion zwischen Plume, Lithosph are und Kanalisierungsinstabilit at 143
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Abbildung 6.45. Temperatur, Auslenkwinkel und Porosit atsverteilung der Versuchsreihe In-
teraktion zwischen Plume, Lithosph are und der Kanalisierungsinstabilit at (Teil II)
Plume
Anmerkung: Das Streifenmuster im oberen Teil der Abbildung beruht darauf, dass in der
Lithosph are die deviatorischen Spannungen gegen Null gehen. Diese sind jedoch f ur die
Berechnung der Richtung der maximalen Kompressionsspannung n otig. Ausdiesem Grund
ist die Richtung nicht eindeutig bestimmbar, was sich in diesem Muster widerspiegelt und
dementsprechend keiner weiteren Beachtung bedarf.144 Ergebnisse und AuswertungKAPITEL 7
Diskussion und Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde durch numerische Modellierung das Verhalten der spannungsange-
triebenen Schmelzsegregation, der Kanalisierungsinstabilit at, unter diversen initialen Poro-
sit atsverteilungen und Spannungszust anden untersucht. Es konnte erfolgreich gezeigt wer-
den, dass sich Schmelze in Richtung der maximalen Hauptspannung anreichert und Kan ale
mit einer inhomogenen Schmelzverteilung bildet. Hierdurch werden die von Stevenson
(1989) und Richardson et al. (1996) durchgef uhrten numerischen Experimente best atigt.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Erforschung der Kanalisierungsinstabilit at erweitert
um den Aspekt ihres Verhaltens bez uglich eines  aueren Spannungsfeldes bei verschiede-
nen initialen Porosit atsverteilungen, der Untersuchung der Kanalisierungsinstabilit at bei
groen Dehnungen und der damit verbundenen Analyse der entstehenden Strukturen, des
Ein
usses des Auftriebs auf die Ausbildung von Kanalnetzwerken und um die abschlieen-
de Pr ufung, ob durch ein durch die Kanalisierungsinstabilit at ausgebildetes Kanalnetzwerk
die M oglichkeit besteht, Schmelze zu einem MOR zu fokussieren.
Viskosit atsunterschiede in einer schmelzgef ullten por osen Matrix verursachen bei deren
Deformation einen Druckgradienten, welcher die Schmelze in Richtung der maximalen
Hauptspannung anreichert und der zur Ausbildung von Kan alen, welche eine inhomogene
Schmelzverteilung aufweisen, f uhrt. Die Kan ale wachsen mit einer Wachstumsrate von

0 =

_ "
=
2a1 (1   '0)
k'
f s0k2
1 +
 
b0 + 4
3s0
 k'
f k2 (7.1)
an (Stevenson, 1989).
Die Wachstumsrate  dieser Kan ale weist zur Wellenzahl k eine Proportionalit at von  
ak2=(1 + bk2) auf. Dieser Zusammenhang hat zur Folge, dass sich ab einer bestimmten
Wellenzahl alle Schmelzverteilungen mit einer gr oeren Wellenzahl gleich stark verst arken.
Bisher konnte in die Theorie f ur trockene Medien kein Abfall der Wachstumsrate bei groen
Wellenzahlen implementiert werden. Rabinowicz und Vigneresse (2004) verwarfen ihren146 Diskussion und Zusammenfassung
dahingehenden Ansatz, welcher die Minimierung der Ober
 achenenergie (feinstrukturiertes
Kanalnetzwerk = groe Ober
 achenenergie) ber ucksichtigt, aufgrund zu vereinfachender
Annahmen.
Lediglich unter der Bedingung, dass Wasser aus der Schmelze zur uck in die Matrix dif-
fundiert und diese dadurch erweicht, was zu einem Druckabbau f uhrt, der wiederum die
Eektivit at der Kanalisierungsinstabilit at reduziert1, konnte einer spezischen Wellenzahl
eine maximale Wachstumsrate bez uglich der Kanalisierungsinstabilit at zugeordnet wer-
den (Hall und Parmentier, 2000). Diese ausgezeichnete Wellenzahl liegt nach ihnen bei
khall  ('H2O2
c=)
 1=4 (Glg. 3.13 in Hall und Parmentier). Eine Grundvoraussetzung
der Analyse ihrer Gleichungen 7 und 8 ist das Aufschmelzen des Gesamtsystems und die
Fraktionierung von Wasser in die Schmelze, da aufgrund ihrer Analyse nur hierdurch die
Erhaltung der Wasser- und Schmelzperturbation gew ahrleistet ist. Diese beiden Gleichun-
gen sind gegeben als2
Hall =  2
_ "xz  
b + 4
3s

@s
@cs
k22
c
1 + k22
c
C (7.2)
dC
dt
=  
'H2Ok2 + 
' + D
C +
cs
(' + D)
2' (7.3)
Um diesen Sachverhalt zu pr ufen, wurde die Erhaltungsgleichung f ur Wasser in FDCON
implementiert und erfolgreich ausgetestet. Der Aufschmelzprozess sowie die Diusion von
Wasser wurden in dieser Arbeit jedoch aufgrund der in Kapitel 2.1 erstellten Absch atzung
der jeweiligen Diusionszeiten vernachl assigt. Hierdurch ergibt sich, dass Wasser lediglich
einen erweichenden Ein
uss auf die Viskosit aten nimmt, dieser jedoch zur Folge hat, dass
die Kanalisierungsinstabilit at f ur kleine Wellenzahlen abgeschw acht wird. Bedingt durch
die Vernachl assigungen, konnte die Ausbildung einer spezischen Wellenzahl, bei der ei-
ne maximale Wachstumsrate herrscht, nicht untersucht werden. Wendet man jedoch diese
Vernachl assigung auf Gleichung 7.3 an, so wird diese Null, was gleichbedeutend damit ist,
1Da diese beiden Prozesse, die Diusion von Wasser und die Kanalisierungsinstabilit at auf zwei unter-
schiedlichen Wellenzahlbereichen wirken
2Die Notation ist an diese Arbeit angepasst worden.147
dass sich die Wasserkonzentration zeitlich nicht  andert. Dies w urde allerdings bedeuten,
dass eine lineare Stabilit atsanalyse der Gleichung 7.2 von Hall und Parmentier ebenfalls,
lediglich mit anderen Vorfaktoren, die hier bekannte Proportionalit at   ~ ak2=(1 + ~ bk2)
ergeben w urde. Allerdings f allt so ebenfalls der von Hall und Parmentier vorgeschlagene
Prozess der Ausbildung einer spezischen Wellenzahl heraus. Da dies bislang der vielver-
sprechendste Versuch einer Absenkung der Wachstumsrate bei groen Wellenzahlen zu
sein scheint, sollte mit FDCON die Kanalisierungsinstabilit at weiter untersucht werden
und eine vollst andige Implementierung der Wassererhaltungsgleichung erfolgen. Weiterhin
sollte versucht werden, FDCON dahingehend zu verfeinern, dass die Modellierungen einen
gr oeren Wellenzahlenbereich abdecken als bisher. W ahrend ersteres lediglich eine einfache
Erweiterung von FDCON darstellt und einfach zu realisieren w are, so ist letzteres wohl
nur durch eine vollst andige Reprogrammierung von FDCON unter Ausnutzung heutiger
Programmierm oglichkeiten wie auch technischer M oglichkeiten (Parallelisierung, Cluster,
etc.) zu verwirklichen.
Wie erw ahnt, weisen die Kan ale eine inhomogene Schmelzverteilung auf, die daf ur ver-
antwortlich ist, dass sich die Schmelze in diesen Kan alen an diesen Maximalstellen weiter
anreichert und der Kanal, bedingt durch den aufgepr agten Spannungszustand, schlielich
an den verarmten Kanalstellen auseinander gerissen wird.
Aus Stabilit atsgr unden k onnen keine gr oeren Porosit aten als 15% zugelassen werden. Eine
Absch atzung zeigt jedoch, dass die Kan ale bei den hier  ublichen Parametern (Tab. A.2)
nach einer Scherdehnung von "xy  0:85 voll aufgeschmolzen sind (100% Porosit at).
Nachfolgend verbinden sich die hierdurch entstandenen Schmelzlinsen unter der Bildung
von
"
en- echelon arrays\ wieder, wodurch sich wiederum ein langer, in etwa um 45 ausge-
lenkter Kanal bildet. Dieser Heilungsprozess induziert in den hier vorgestellten Experimen-
ten lokale Reine Scherungszust ande, die sich mit der urspr unglich vorgegebenen Einfachen
Scherung so stark  uberlagern, dass erstere in einigen Gebieten vorherrschen. Diese Beobach-
tungen fanden alle unter der Bedingung, dass kein Auftrieb zwischen Schmelze und Matrix
existiert, statt. Wird dieser Auftrieb hinzugef ugt, so ist erkennbar, dass eine Kombination148 Diskussion und Zusammenfassung
zwischen den die Kanalisierungsinstabilit at und dem Auftrieb bestimmenden Parametern
existiert, bei der sich Solitonen ausbilden. Diese Solitonen folgen bei ihrem schnelleren
Aufstieg dem Verlauf der schmelzgef ullten Kan ale und passieren dabei, ohne ihre Form zu
ver andern, andere kleine Solitonen, die ihren Weg kreuzen. Die durchschnittliche Aufstiegs-
geschwindigkeit der Solitonen entspricht einem Vielfachen der Aufstiegsgeschwindigkeit der
Schmelze aufgrund von Segregation. Weiterhin deckt sich die Solitonaufstiegsgeschwindig-
keit mit der von Schmeling (2000, Abb. 4) angegebenen.
Die von Holtzman et al. (2003) gefundenen Auslenkwinkel der Kan ale von 60 konnten
in dieser Arbeit nur in der initialen Bildungsphase der Kan ale beobachtet werden. Sie er-
kl aren ihre gefundenen Auslenkwinkel durch eine Superpositionierung zwischen dem bevor-
zugten Kanalisierungsinstabilit atswinkel von 45 und einem horizontal verlaufenden
"
she-
ar partitioning\, wobei dieses Partitionieren aber in der Theorie Stevensons (1989) nicht
ber ucksichtigt wird. Weiterhin liefen meiner Meinung nach die Experimente von Holtzman
et al. wesentlich langsamer ab, als die dieser Arbeit, wodurch Holtzman et al. nicht den
Bedingungen gen ugten, um die Eekte dieser Arbeit (Zerreien einzelner Kan ale und der
damit verkn upften Ausbildung von 45 Schmelzlinsen) zu beobachten. Diese Vermutung
st utzt sich auf die Tatsache, dass der von Holtzman et al. eingef uhrte Quotient  = c=h,
dessen Reziprokwert ein Ma f ur die St arke der Kanalisierungsinstabilit at ist, bei seinen
Experimenten bei 0:05 10:5 lag, w ahrend er in dieser Untersuchung unter 0:01 liegt (Kap.
6.8.1). Ein weitere Punkt, der einen Vergleich der Holtzman et al. Experimente mit denen
dieser Arbeit erschwert bzw. nicht erlaubt, ist ihr Hinweise, dass ihre Experimente evtl.
auf einem
"
damage mechanism\ (Bercovici et al., 2001) beruhen und damit anderen phy-
sikalischen Gesetzm aigkeiten folgen, als die hier vorgestellte Kanalisierungsinstabilit at.
Die von Spiegelman (2003) erneut durchgef uhrte lineare Stabilit atsanalyse zeigt, dass
nur die Kan ale, welche eine initiale Ausrichtung um 60 aufweisen, eine groe Scherung
 uberstehen. So werden z.B. Kan ale, die einen Auslenkwinkel von 45 aufweisen (maximale
Verst arkung im Falle von Einfacher Scherung), zwar anf anglich maximal verst arkt, aber,
bedingt durch die Scherung, sofort aus dieser optimalen Position herausgedreht, w ahrend149
die, die bei 60 starten, immer mehr zur maximalen Verst arkung gedreht werden, was in der
Betrachtung des Gesamtprozesses dazu f uhrt, dass die 60 Kan ale am besten anwachsen
k onnen.
Der Prozess der Verst arkung der Porosit at konnte ebenfalls beobachtet werden (Abb.
6.14). Wie vorhergesagt, werden die Kan ale mit zunehmender Scherdehnung wieder aus
der Wachstumsphase herausgedreht und beginnen mit einem Abbau der Porosit at. Jedoch
zeigt sich, anders als bei Spiegelman (2003), dass diese Kan ale zwar abgebaut werden,
das System jedoch neue kleine ellipsenf ormige Schmelzlinsen ausbildet, welche eine  45
Ausrichtung aufweisen (lange Halbachse ist parallel zu 45). Diese Strukturen verbleiben
bei anhaltender Scherdehnung als in  45 geneigte 2D Ellipsen in der Matrix zur uck, um
so die eektive Viskosit at das Gesamtsystems und damit zugleich die Dissipationsrate zu
minimieren. Die 2D Ellipsen vereinen sich jedoch wieder mit an ihnen vorbeiziehenden,
anderen Strukturen, um so lange, zusammenh angende Kan ale auszubilden, welche eine in-
homogene Porosit at aufweisen, durch die dann eine eektive Schmelzextraktion erfolgen
kann.
Die von Walte (2004, Kap. 6) beschriebene Dilatanz des von Schmelze ausgef ullten Po-
renraums, bedingt durch das Aneinandervorbeischieben von K ornern und der damit beob-
achteten Schmelzakkumulation, konnte in diesen Versuchen nicht beobachtet werden. Zum
einen liegt dies an der hier verwendeten, mesoskaligen Dimension, die eine Beobachtung
auf Korngr oe nicht zul asst, und zum anderen daran, dass, wenn eine Umskalierung der
hier gewonnenen Ergebnisse auf Korngr oe vorgenommen werden w urde und die Ergebnis-
se dann immer noch g ultig sind, die 2D Schmelzlinsen, die dann die Kornzwischenr aume
repr asentieren, bevorzugt auf ein und der selben
"
H ohe\ liegen, so dass der Prozess des An-
einandervorbeigleitens ohne zus atzliche vertikale Bewegung erfolgt und dementsprechend
keine Dilatanz beobachtet werden w urde.
Unter den hier verwendeten konservativen Parametern eines aufsteigenden Plumes (Ein-

ussgeschwindigkeit des Plumes in 200 km Tiefe: 6:30 cma 1, Rtn = 4:0105, Rm = 32000,
AZ = 2:0  10 12) und realistischen Spreizungsgeschwindigkeiten von 0:78   7:88 cma 1150 Diskussion und Zusammenfassung
konnte bei den Versuchen zur Interaktion eines Plumes mit einem MOR nur bedingt ei-
ne Fokussierung der Schmelze modelliert werden. Die Auslenkwinkelverteilung zeigt (Abb.
6.42, 6.44 und 6.45), dass sich die Schmelze w ahrend ihres Aufstiegs zusehends vom MOR
entfernt und die Lithosph arenunterseite letztendlich in einer Distanz von 80 100 km zum
MOR erreicht. Hier angekommen, k onnte sie an der schr agen Unterseite der Lithosph are
zum MOR hingleiten (t urkise gestrichelte Linie) und so dennoch am MOR austreten
(Sparks und Parmentier, 1994; Hall und Kincaid, 2003). Schmelze, die zu weit vom MOR
weg transportiert wurde, k onnte unter g unstigen Umst anden durch einen Abstrom, der
sich in  100 km ausbildet, zur uck in den Plumekopf transportiert werden, um dort erneut
aufzusteigen und dann ggf. durch den zuvor beschriebenen Prozess zum MOR transportiert
zu werden (Recyclingprozess der Schmelze).
Das Zusammenspiel zwischen der Kanalisierungsinstabilit at, dem Entlanggleiten der Schmel-
ze an der Lithosph arenunterseite sowie dem Recyclingprozess der Schmelze stellt das Er-
kl arungsmodell dieser Arbeit dar, wie eine Fokussierung von Schmelze zum MOR bei einer
Interaktion desselben mit einem Plume aussehen k onnte. Dieses Erkl arungsmodell konn-
te jedoch, wie in Kapitel 6.11 gezeigt, aufgrund mangelnder Gitterau
 osung mit FDCON
nicht modelliert werden.
Weiterf uhrende Versuche, die die genaue Struktur der
"
en- echelon arrays\ untersuchen,
sowie die Weiterentwicklung des verwendeten 2D Finite-Elemente-Codes FDCON dahin-
gehend, dass doch eine Simulation der Kanalisierungsinstabilit at bei Interaktion zwischen
Plume und Kruste m oglich ist, stellen meiner Meinung die Grundlage f ur zuk unftige Un-
tersuchungen dar.
 Uberdies w aren Versuche mit einer
"
power-law\-Rheologie sinnvoll, da sich an Abbil-
dung 6.27.d zeigt, dass die Zwischenr aume der 2D Ellipsen, Zonen erh ohter Spannung
repr asentieren, so dass bei der hier verwendeten Rheologie dort eine hohe Viskosit at vor-
herrscht, die eine sich ausbildende Verbindung zwischen zwei Ellipsen (be-/)verhindert. Mit
einer "power-law\-Rheologie w urde die Viskosit at dort jedoch erniedrigt werden und somit
k onnte ein einfacherer Verbindungsprozess zwischen zwei 2D Ellipsen erm oglicht werden.151
Ferner k onnte die Einwirkung eines vertikalen Temperaturgradienten, der eine sich vertikal
ver andernde Hintergrundporosit at erzeugt, auf die Kanalisierungsinstabilit at untersucht
werden. Aufgrund des Gradienten werden Bereiche, in denen eine h ohere Hintergrund-
porosit at vorherrscht, schneller anwachsen. Einen vergleichbaren Eekt liefert die unter-
schiedlich starke numerische Diusion:
Dort, wo sie klein ist, weisen die Kan ale eine erh ohte Wachstumsrate gegen uber den Be-
reichen auf, in denen die numerische Diusion gro ist, wodurch die ersteren schneller
anwachsen und sich dementsprechend im unteren Teil der Messbox zuerst klar ausgepr agte
Kan ale ausbilden (Abb. 6.26.b).152 Diskussion und Zusammenfassung153
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Verwendete Symbole und deren Wertebereiche
A.1 Verwendete Symbole
Index Bezeichnung
0 Normierte Gr oe
0 Hintergrundgr oe
f;s Abk urzung f ur Schmelze (
uid) und Matrix (solid)
i;j i;j = 1 x-Richtung, i;j = 2 z-Richtung
nx;nz Maximale Gitteranzahl in x- bzw. z-Richtung
RS;ES Abk urzung f ur Reine Scherung bzw. Einfache Scherung
x;z x-Richtung, z-Richtung
Symbol Bezeichnung
+; ;;	 Gitterpunkt bei (i + 1;j); (i   1;j); (i;j + 1); (i;j   1)
a1 Kohlstedt-Faktor
ar Querschnittsverh altnis der Schmelzeinschl usse
a;b;n Geometriefaktoren der Permeabilit ats-Porosit atsbeziehung [m]
AZ Aufstiegszahl
c1;2 geometrische Faktoren f ur die Volumenviskosit at
cs;f;0 Wassergehalt [ppm H/Si]
D Partitionskoezient
DM=Dt Schmelzproduktionsrate pro Massenelement [s 1]
f Funktion
g Gravitationsbeschleunigung [ms 2]
h L angeneinheit [m]
k Wellenzahl [m 1]
k' Permeabilit at, abh angig von der Porosit at [m2]156 Verwendete Symbole und deren Wertebereiche
Symbol Bezeichnung
m Steigung
P Druck [Pa]
R Randpunkte
Rtn Schmelz-Retentionzahl
Rm Schmelz-Rayleighzahl
t Zeit [s]
~ u Geschwindigkeit [ms 1]
x;z;t L angen-, Zeitinkrement [m,s]
~ e3 Einheitsvektor in y-Richtung [m]
 Wachstumsrate [s 1]
 porosit atsabh angige Ober
 ache pro Volumen
  Wirbelst arke

 Auslenkwinkel []
ij Kronecker Delta
c Kompaktionsl ange [m]
_ " Deviatorische Dehnungsrate [s 1]
" Dehnung
 Holtzman Koezient
b;s Eektive Volumen- und Scherviskosit at [Pas]
m Intrinsische Matrixviskosit at [Pas]
w wasserabh angige intr. Matrixviskosit at [Pas]
 therm. Diusionskoezient [m2 s 1]
H2O Diusionskoezient von Wasser [m2 s 1]
 Wellenl ange [m]
1;2; Eigenwerte, minimaler Eigenwert
& Kompaktionszahl [m 1]
 Richtung der maximalen Kompressionsspannung []
 Dichte [kgm 3]
 gemittelte Dichte der Schmelze und Matrix [kgm 3]
 Dichteunterschied [kgm 3]
 Spannung [Pa]
 dev. Spannung [Pa]
' Porosit at [%]
_  Dissipationsrate [Pas 1]
  Stromfunktion
! Ober
 achenenergiepartitionierungsfunktion
Tabelle A.1. Verwendete SymboleA.2 Wertebereich ausgew ahlter Symbole 157
A.2 Wertebereich ausgew¨ ahlter Symbole
Symbol Wertebereich aus
ar 0:1 Schmeling (2000)
a;b;n 0:001 m, 648; 3 Schmeling (2000)
a1 1   (28)   60 Kohlstedt et al. (2000)
c0 10 ppm H/Si Hall und Parmentier (2000)
c1 1:16 Schmeling (2000)
D 0:01 Hall und Parmentier (2000)
m 1015 Pas McKenzie (1984)
 10 6 m2 s 1 Schmeling (2000)
'0 1%   (3%) Seyler et al. (2001)
 2900 kgm 3 Turcotte and Schubert (2002), Anhang E
H2O 10 10 ms 1 Hall und Parmentier (2000)
 0   (0:2)   2100 kg m 3
u0 0:78   (200)   1800
g 10 ms 2
_ " 6:0  10 12   (10 10) s 1
k0
schmcba 0:26   (0:91)   14:56
Rtn 1:9  10 3   (0:5)   4:5
h 62   (1000)   2:0  105 m
k' 4:0  10 15 m2 a, b, n, '0
f 0:77 Pas Rtn
Tabelle A.2. Wertebereich einzelner Gr oen
Eingeklammerte Werte eine Wertebereichs legen die Parameter des Referenzmodells fest.158 Verwendete Symbole und deren WertebereicheANHANG B
Versuchsreihenliste
Folgende Versuche f ur die drei Geometrien 1D Sinus, 1D Ellipse und Ellipse wurden unter
der Deformationsbedingung Einfacher bzw. Reiner Scherung mit einer Dehnungsrate von
_ "xz;xx = 10 10 s 1, dem Viskosit atsgesetz von Schmeling, mit einem Rtn von 0:5 und einem
' von 0:1% bzw. 1% unter trockenen Bedingungen durchgef uhrt:
Winkel/Achsenverh altnis 02 05 10 15
90 x x x x
70 x x x x
45 x x x x
20 x x x x
0 x x x x
-20 x x x x
-45 x x x x
-70 x x x x
Tabelle B.1. Versuchsreihenliste f ur die initialen Geometrien
1D Sinus, 1D Ellipse und Ellipse
Zus atzlich wurden Versuche unter der Deformationsbedingung Einfacher Scherung mit ei-
ner Dehnungsrate von _ "xz = 10 10 s 1durchgef uhrt, die den Ein
uss der Ellipsengr oe
untersuchen sollten. Die Ellipse wies einen Auslenkwinkel von 45 auf, sowie ein Achsen-
verh altnis von 1 : 5. Es wurden die folgenden Gr oen untersucht: 50;76;100;126;140 Git-
terpunkte f ur die L angsachse bei einer Gitterau
 osung f ur das feine Gitter von nxtnzt =
201201. Es zeigte sich, dass alle Versuch, mit Ausnahme der 50er Ellipse (aufgrund man-
gelnder Gitterau
 osung), zu den gleichen Ergebnissen f uhrten.160 VersuchsreihenlisteANHANG C
Lineare Stabilit atsanalyse der Kanalisierungsinstabilit at
C.1 Grundzustand (Basic state) f¨ ur Reine Scherung
Der Grundzustand der relevanten 
uiddynamischen Gleichungen (Massenerhaltung der
Schmelze (Glg. 2.2), der Matrix (Glg. 2.3), Impulserhaltung der Schmelze (Glg. 2.4) und
der Matrix (Glg. 2.5)) kann mit Hilfe der folgenden Vor uberlegungen berechnet werden:
Die Dehnungsraten in x- und z-Richtung sind bei Reiner Scherung gleich gro, weisen aber
unterschiedliche Vorzeichen auf.
Sei _ "0 > 0, dann gilt
_ "xx0 = _ "0
_ "zz0 =  _ "0:
(C.1)
Dies resultiert unter Ausnutzung von Gleichung 2.9 in
_ "ij =
@"ij
@t
=
1
2

@
@xj

xi
t

+
@
@xi

xj
@t

=
1
2

@usi
@xj
+
@usj
@xi

(C.2)
mit einer Horizontalgeschwindigkeit usx0 und einer Vertikalgeschwindigkeit usz0 von
usx0 = x_ "xx0 = x_ "0
usz0 =  z _ "zz0 =  z _ "0:
(C.3)
Weiterhin soll gelten, dass '0, s0, b0, k'0 sowohl r aumlich als auch zeitlich konstant sind.
Diese Vor uberlegungen f uhren zu nachfolgenden Grundzust anden:162 Lineare Stabilit atsanalyse der Kanalisierungsinstabilit at
C.1.1 Grundzustand Massenerhaltungder Schmelze
Der Grundzustand der Massenerhaltung der Schmelze ist
@'0
@t |{z}
=0
+~ r('0~ uf0) = 0 =) ~ r~ uf0 = 0 =)
@ufz0
@z
=  
@ufx0
@x
: (C.4)
C.1.2 Grundzustand Massenerhaltungder Matrix
Der Grundzustand der Massenerhaltung der Matrix ist
@ (1   '0)
@t | {z }
=0
+~ r[(1   '0)~ us0] = 0 =) ~ r~ us0 = 0: (C.5)
Demnach ist der Grundzustand des Spannungstensors (Glg. 2.6)
xx0 = 2s0
@usx0
@x
+

b0  
2
3
s0

~ r~ us0 |{z}
=0
=2s0 _ "0 (C.6)
zz0 = 2s0
@usz0
@z
+

b0  
2
3
s0

~ r~ us0 |{z}
=0
=   2s0 _ "0 (C.7)
xz0 = zx0 = 0: (C.8)
C.1.3 Grundzustand Impulserhaltung der Matrix
Den Grundzustand der Impulserhaltung der Matrix erh alt man aus Gleichung 2.5 durch
Vernachl assigung des Auftriebsterms. Gleichung 2.5 war gegeben durch
 g iz   ~ rP +
@ij
@xj
= 0: (C.9)
Gleichung 2.5 wird demnach zu
 rP +
@ij
@xj
= 0: (C.10)C.2 Perturbation 163
Eine Betrachtung der x-Richtung von Gleichung C.10 ergibt
 
@P0
@x
+
@xx0
@x
= 0: (C.11)
Gleichung C.10 kann leicht nach x integriert werden und liefert den Druck P0 zu
P0 = xx0 + konst: | {z }
0
=) P0 = 2s0 _ "0: (C.12)
C.1.4 Grundzustand Impulserhaltung der Schmelze
Zur Berechnung des Grundzustandes der Impulserhaltung der Schmelze ist der Druck P0
n otig. Dieser ist durch Gleichung C.12 gegeben, Einsetzen von diesem liefert f ur die x-
Richtung
ufxo   usxo =  
k0
f'0
@P0
@x |{z}
=0
=) ufx0 = usxo: (C.13)
Ein analoges Vorgehen f ur die z-Richtung ergibt
ufz0 = uszo: (C.14)
Somit sind alle Grundzust ande der f unf Erhaltungsgleichungen bekannt.
C.2 Perturbation
Eine Lineare Stabilit atsanalyse nutzt die Grundzust ande aus, addiert allerdings zu allen
physikalisch relevanten Gr oen eine orts- und zeitabh angige Perturbation. In dieser linearen164 Lineare Stabilit atsanalyse der Kanalisierungsinstabilit at
Stabilit atsanalyse beschr anken wir uns auf den eindimensionalen Fall, demnach h angt die
Perturbation nur von x und t ab
'(x;t) = '0 + '(x;t) s (x;t) = s0 + s (x;t) b (x;t) = b0 + b (x;t)
~ uf (x;t) = ~ uf0 + ~ uf (x;t) ~ us (x;t) = ~ us0 + ~ us (x;t): (C.15)
In den nachfolgenden  Uberlegungen werden die Klammerausdr ucke weggelassen.
C.2.1 Rheologie
Im Nachfolgenden werden diese drei Rheologien verwendet, analog kann diese Herleitung
auch f ur andere Rheologien durchgef uhrt werden. Es gilt
~ 0 =

cs0
cs

scal Hall und Parmentier (2000) (C.16)
s = ~ 0e
 a1' Kohlstedt et al. (2000) (C.17)
b = ~ 0
c1 (c2   ')
'
Schmeling (2000): (C.18)
Die eektive Scherviskosit at (Glg. C.17) kann folgendermaen linearisiert werden
s = ~ 0e
 a1'  ! s = ~ 0e
 a1'0
| {z }
s0
e
 a1' = s0 (1   a1') = s0 + b1' (C.19)
mit b1 =  ~ 0e a1'0a1.C.2 Perturbation 165
Entsprechend gilt f ur die eektive Volumenviskosit at (Glg. C.18)
b = ~ 0
c1 (c2   ')
'
= ~ 0
c1c2
'
  ~ 0
c1'
'
lin: = ~ 0
c1c2
'0

1  
'
'0

  ~ 0c1 |{z}
b('0)
 b0

1  
'
'0

= b0  
b0
'0
'
= b0 + b2': (C.20)
C.2.2 Die Massenerhaltungder Schmelze mit Perturbation
Einsetzen der Perturbationsgleichungen C.15 in die Massenerhaltungsgleichung f ur die
Schmelze (Glg. 2.2) liefert

_ '0 + _ '

+ ('0 + ') ~ r(~ uf0 + ~ uf) + (~ uf0 + ~ uf) ~ r('0 + ') = 0:
Die ersten beiden Klammerausdr ucke werden linearisiert, auerdem kann Gleichung C.4
(~ r~ uf0 = 0) ausgenutzt werden
_ ' + '0~ r(~ uf) + ~ uf ~ r('0 + ') = 0:
Der letzte Klammerausdruck wird ebenfalls linearisiert, sowie die Ableitungen ~ r'0 = 0
vernachl assigt
_ ' + '0~ r(~ uf) + ~ uf0~ r(') = 0:166 Lineare Stabilit atsanalyse der Kanalisierungsinstabilit at
Wird nur die x-Richtung mit 0 = @
@x betrachtet, ergibt sich
_ ' + '0 u
0
fx |{z}
f(x)
+ufx0'
0
= 0: (C.21)
C.2.3 Die Massenerhaltungder Matrix mit Perturbation
Einsetzen der Perturbationsgleichungen C.15 in die Massenerhaltungsgleichung f ur die Ma-
trix (Glg. 2.3) liefert
@1   '0   '
@t
+ (1   '0   ') ~ r(~ us0 + ~ us) + (~ us0 + ~ us) ~ r(1   '0   ') = 0:
Dies wird ebenfalls linearisiert, und weiterhin kann Gleichung C.5 (~ r~ us0 = 0) ausgenutzt
werden
  _ ' + (1   '0) ~ r(~ us)   ~ us0~ r(') = 0:
Dies ergibt f ur die x-Richtung, mit 0 = @
@x
  _ ' + (1   '0)u
0
sx   usxo'
0
= 0: (C.22)
Aus einer Addition von Gleichung C.21 und Gleichung C.22 unter Ausnutzung von ufx0 =
usx0 (Glg. C.13) folgt
'0u
0
fx + (1   '0)u
0
sx = 0: (C.23)C.2 Perturbation 167
Dementsprechend ist die Spannung gegeben durch
xx = 2su
0
sx +

b  
2
3
s

~ r~ us
xx0 + xx = 2(s0 + s)

u
0
sx0 + u
0
sx

+

b0  
2
3
s0

~ r(~ us)
xx0 + xx = 2s0 u
0
sx0 |{z}
=_ "0
+2s u
0
sx0 |{z}
=_ "0
+2s0u
0
sx +

b0  
2
3
s0

u
0
sx: (C.24)
C.2.4 Reduzierter Grundzustand
Ein "reduzierter\ Grundzustand kann aufgestellt werden, indem der Spannungstensor des
Grundzustandes (Glg. C.6) von dem der Perturbation (Glg. C.24) subtrahiert wird
xx = 2s _ "0 + 2s0u
0
sx +

b0  
2
3
s0

u
0
sx
xx = 2s _ "0 +

b0 +
4
3
s0

u
0
sx: (C.25)
C.2.5 Die Impulserhaltung der Matrix des reduzierten Grundzustandes
Einsetzen der Perturbationsgleichungen C.15 in die Impulserhaltungsgleichung der Matrix
C.10
 
@
@x
(P0 + P) +
@
@x
xx = 0; (C.26)
ergibt nach einer Integration nach x
P = xx + konst: | {z }
0
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C.2.6 Die Impulserhaltung der Schmelze des reduzierten Grundzustandes
Einsetzen der Perturbationsgleichungen C.15 in die Impulserhaltungsgleichung der Schmel-
ze C.13
ufx   usx =  
k'
f'
@P0
@x
; (C.28)
ergibt
ufx   usx =  
k'0
f'0
P
0
=  
k'0
f'0

0
xx =  K
0
xx
ufx = usx   K
0
xx: (C.29)
C.3 Konvektive Ableitung der Massenerhaltung der Schmelze
Die konvektive Ableitung ist gegeben durch
_ ' + ufx0 |{z}
=usxo
'
0

D'
Dt
: (C.30)
Durch diese Denition kann die Massenerhaltungsgleichung der Schmelze (Glg. C.21) um-
geschrieben werden
D'
Dt
=  '0u
0
fx: (C.31)
Wird nun von Gleichung C.29 eine Ableitung nach x gebildet, kann u
0
fx in Gleichung C.31
ersetzt werden. Es folgt
D'
Dt
=  '0

u
0
sx   K
00
xx

: (C.32)
Unter Ausnutzen von Gleichung C.25 kann Gleichung C.32 weiter vereinfacht werden
D'
Dt
=  '0

u
0
sx   K

2_ "0
00
s +

b0 +
4
3
s0

u
000
sx

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Die L osung der linearen Stabilit atsanalyse ist so weit fortgeschritten, dass nur noch usx
durch ' ausgedr uckt werden muss. Dies kann durch die Massenerhaltung der Matrix erfol-
gen.
C.4 Konvektive Ableitung der Massenerhaltung der Matrix
Die Massenerhaltungsgleichung der Matrix (Glg. C.22) kann ebenfalls durch eine konvektive
Ableitung (Glg. C.30) ausgedr uckt werden
_ ' + usx0'
0 =
D'
Dt
= (1   '0)u
0
sx
u
0
sx =
1
1   '0
D'
Dt
: (C.34)
Wird anschlieend Gleichung C.34 in Gleichung C.33 eingesetzt, folgt
D'
Dt
=  '0
 
1
1   '0
D'
Dt
  K
"
2_ "0
00
s +

b0 +
4
3
s0

1
1   '0

D'
Dt
00#!
D'
Dt

1 +
'0
1   '0

= +'0K
"
2_ "0b1'
00
+
b0 + 4
3s0
1   '0

D'
Dt
00#
: (C.35)
C.5 Die Partikelpfadgleichung der Porosit¨ atsamplitude
Die Amplitude der harmonischen Perturbation steigt mit et an, wird aber, bedingt durch
das Str omungsfeld, um den Faktor _ "xx0 gedehnt. Demnach ist die Wellenl ange eine zeitabh angige
Funktion. Die zeitliche  Anderung kann durch eine homogene Partikelpfadgleichung (Glg.
C.36) beschrieben werden
@~ xp
@t
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Die Partikelpfadgleichung, angewendet auf die sich zeitlich  andernde Wellenl ange, lautet
@
@t
= usx0 ()
= xj _ "0 = _ "0
Z 
0
d

= _ "0dt
 = 0e
_ "0t: (C.37)
Wird die Wellenl ange  durch die Wellenzahl k ausgedr uckt, so ist
k (t) =
2

= k0e
 _ "0t: (C.38)
C.6 L¨ osungsansatz
Folgender Ansatz kann f ur die Perturbation gew ahlt werden
' = '0cos(k0e
 _ "0t
| {z }
k(t)
x)e
t = '0cos(k (t)x)e
t: (C.39)
In Gleichung C.35 tritt die konvektive Ableitung
D'
Dt auf. Nach deren Denition (Glg.
C.30) setzt sie sich aus einer Zeit- und einer Ortsableitung zusammen
@'
@t
= '0cos(:::)e
t = '; (C.40)
und
 D'
Dt
00
wird zu

D'
Dt
00
= (')
00
=  k
2': (C.41)
Folglich ergibt sich mit dem Ansatz (Glg. C.39) die konvektive Ableitung zu
D'
Dt
= '
 
1   k
2
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C.7 L¨ osung des Kanalisierungsinstabilit¨ ats-Problems
Aufgrund der vorhergegangenen  Uberlegungen kann Gleichung C.35 nach der Wachstums-
rate  aufgel ost werden
'
1
1   '0
= +'0K

2_ "0b1
 
 k
2'

+
b0 + 4
3s0
1   '0
 
 k
2'


(C.43)

 
1
1   '0
+
 
b0 + 4
3s0

'0Kk2
1   '0
!
=  '0K2_ "0b1k
2 (C.44)
 =
 (1   '0)'0K2_ "0b1k2
1 +
 
b0 + 4
3s0

'0Kk2: (C.45)
Mit K = k'0=f'0 und b1 =  s0a1 ergibt sich die Wachstumsrate  zu
 =
(1   '0)
k'0
f 2_ "0s0a1k2
1 +
 
b0 + 4
3s0
 k'0
f k2
: (C.46)
Es ist sinnvoll, die Wachstumsrate  mit der Dehnungsrate _ "xz zu normieren

0 =

_ "xz
: (C.47)
Weiterhin kann f ur groe Wellenzahlen abgesch atzt werden, dass die normierte Wachs-
tumsrate in der Gr oenordnung von a1 liegt

0
max = O(a1): (C.48)
F ur eine bessere Handhabung kann der f-Term in Gleichung C.46 durch die
Schmelz-Retentionzahl Rtn ersetzt werden. Es gilt
Rtn =
fbh2
scala2 k'0 =
a2
b
'
n
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Die Wachstumsrate  ergibt sich dann zu
 =
(1   '0)2_ "0a1k2 h2
Rtn'n
0e a1'0
Rtn

cs0
cs

1 +
 
b0 + 4
3s0

k2 h2'n
0
Rtn scal
: (C.50)
C.8 Auswirkungen der CBA
Die urspr ungliche Spannungsgleichung (Glg. C.24) ist
xx = 2su
0
sx +

b  
2
3
s

~ r~ us :
Wird die CBA in den Rechnungen ber ucksichtigt, so wird der Term  2=3s vernachl assigt,
dementsprechend ergibt sich xx zu
xx = 2su
0
sx + b~ r~ us
xx0 + xx = 2(s0 + s)
 
u
0
sx0 + u
0
sx |{z}
=0

+ b~ r(~ us)
xx0 + xx = 2s0u
0
sx0 + 2su
0
sx0 + 20u
0
sx | {z }
=0
+b0u
0
sx: (C.51)
F ur den "reduzierten\ Grundzustand (Glg. C.25) gilt demzufolge
xx = 2s _ "0 + b0u
0
sx: (C.52)
Folglich m ussen im vorherigen Kapitel alle Terme, in denen der Faktor +
4
3 auftaucht, gestri-
chen werden. So ergibt sich unter Pr amisse der CBA aus Gleichung C.46 die Wachstumsrate
CBA zu
CBA =
(1   '0)
k'0
f 2_ "0s0a1k2
1 + b0
k'0
f k2
: (C.53)ANHANG D
Eektive Viskosit at
Es gilt, die eektive Scherviskosit at eines Gebietes, welches in vertikale Bereiche unter-
schiedlicher Porosit aten aufgeteilt ist, zu berechnen. Es seien '1, 1 und d1 die Parameter
des einen Bereiches und '2, 2 und d2 die Parameter des anderen. F ur die Gesamtporosit at
'0 des Gebietes der L ange d = d1 + d2 gilt
'0 =
d1
d
'1 +
d2
d
'2 = d
0
1'1 + d
0
2'2: (D.1)
Die Scherviskosit at ist mit s = m e a1' (Glg. 2.6.1) gegeben durch
1 = m e
 a1'1 2 = m e
 a1'2: (D.2)
Somit ist die Gesamtscherviskosit at bestimmt durch
eff = 1d
0
1 + 2d
0
2: (D.3)
Werden nun d0
1 und d0
2 in der vorherigen Gleichung mit Hilfe der Porosit ats-L angenbeziehung
aus Gleichung D.1 und der Nebenbedingung, dass es sich um ein Einheitsgebiet der L ange
d = 1 handelt, ersetzt, so folgt
eff = 1

1  
'0   '1
'2   '1

+ 2
'0   '1
'2   '1
: (D.4)
Unter den weiteren Nebenbedingungen, dass '1 = '0   ' und '2 = '0 + ' sind, ergibt
sich die eektive Scherviskosit at als das volumetrische gewichtete Mittel der einzelnen
Viskosit aten zu
theo;eff =
1 + 2
2
: (D.5)174 E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